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A V V i S O 

D £ L L' £ D I T O K E, 



1\ ON vi è stato sicuramente alcun LÌp 
liro di Matematiche 9 ohe abbia avuto tut 
iesito così rapido come le Lezioni Elemen-; 
^tari dcir Ab. Marie tradotte ed illustrate 
dai celebri Professori Canovai e Del'-Ricco^ 
Quattro successive e ben copiose Edizioni 
son già esaurite ; e le incessanti ricerche che 
j se ne fanno tuttora > autenticando il sommo 
> pregio del Libro , assicurano il pubblico gra- 
dimento del mio pensiero di riprodurlo. 

Ma poiché i dotti Ukistratori che con i 
loro travagli hanno contribuito al migliora- 
i mento d' ogni Edizione > a segno di potersi * 
j ii^ettere in dubbio se al>biapo pareggiato o 
forse ancor superato il merito dell' Autore, 
non potevan forse laspiare che nuovamente 
uscisse senza qualche ulterìor perfezione que- 
sto sì celebre Corso di Matematiche , non 
volli omettere d' implorar la loro assisten- 
za , e con mia piena soddis&zione ottenni 
cortesemente e abbondantemente di che di- 
stinguere questa quinta £dizìone« ^ 



Molte erano le ragguardevoli Agii 
giunte da Essi fatte: e iiloro Trattati origi- j 
Bali delle Variasùoni y ^déil'iEjjuazioni a ^J^if- 
ferenze finite "aJyiffBvensÉe parziali pai^ea < 
che nulla lasciassero da ^desiderare . ìPure il 
loro^genio e r appassionato trasporto per il | 
vantaggio della 'Gioventù , *gli ha ^etcfminàA ! 
a dare alle Lezioni suddette un ^ordine piìì 
metodico 9 che in imnor volume contenga^n<- 
za confusione *e senza ^oscurità maggior nu- 
mero di utili cognizioni > a rifondere totalmen- 
te i Trattati^lelle Potenx e ìiaiUci>, òàXln^ 
finito , ^élle Ragioni e Proporzioni , dcll'^* 
qtmzioni 'dei Gradi superioTi > le due Tn* 
goniometrìe spiana *e Nerica f ^ il Trattata 
dellte Sezioni Coniche; togliendo intanto al* à 
cune inutili ripetizioni ^ come V artìcolo sepa- 1 
rato della quadratura *di queste t incluso lud : 
Calcolo infinitesimale. 

Ilo conservato in questa lEIdizione il si- 
stema dei due caratteri) il cui uso la stessa 
esperienza ha bastailtcmente raccomandato » 
contenendo il piccol carattere ciò che è ri- | 
servato a un secondo mdio di chi y esÉepèxh ' 
si impossessato già dei precetti esposti m ca- 
ratiere maggiore , brama avanzarsi ^iù ol* . 
tre : sistema pregialulissaino che risparmia doli 
poca mole del Libro , conserva Y ordiì^e con 
maggior rigore , e facilita anche il corso no- 
tabilmeutè} laddove il trascurarlo o il noa ' 
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wrvertirla irebbe incontrai^ lai Principian- 
ti la coulusione e le difficoltà dove tutto è 
dìligentenieiite spianato > ^ csattaaiente me- 
'todico. 

Si comprenderà senza penai che ì Na- 
teli da cui SCO distimi i par^p^fi di «qnest* 
^Edizione non "potevano corrispondere a quel- 
Jiì della passata 9 di cuipui: s' incontrano fre- 
quenti le citazioni ndk -seconda «edizìeoe e 
della Fisica •Matematica , e dei preliminaijj 
alle Tavole liogaiìtmiche 9 pubblicate dai ci^ 
tm éxiiò j^m£d^^ bi» 
sogno di chi vorrà prevalersi di -questa raia 
Edizione > è stata fatta ìina nota d^ confron- 
ti >dei numen tra *easa e ìa precedente^ cbe 
io falò stampare immediatamente per darla 
gratis a chiunque avrà S accennate Tavole 
« fiuea* 
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da » ^ 
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TRIGONOMtETRIA RETTILINEA. 



6o%» ¥ A Tri ^^on ani e trìti misura le parti dtei tri- 
L angoli e .H-iugiie quando .è pos.sibile , 
innesto general problema: date tre delh sei cose che 
compongono un triangolo (422), trev^Lr- 1 altre tre . El-t. ' 
la è rettilinea Bù- soo- rettilinei i triangoli da risolver*^ 
St/ ed è sferica se sono' sferici . */ • 

' ' ' 608. Cbndòtte nel* quadrante CAB le tang«!Qli: in» 
4.,B» &d2u var) raggi CM , GO ec. pfolimgati finoSSft" 
alle. tangenti in X^T'y in & ec, calatale * varie. orjdl^. 
nate ì)^,06 eo/ énj faggid GAréà ìlQ70L eQ^ 
tul raggio GB , se^ a sia nn angelo qua^laiique MCA > 
o il suo arco MA chiamo MHJl seno di a, e scri- 
vo MH = 5en a ; AX la tangente di ti , ed AX ~ tanga 
ex la se^'dnte ^ a , é CX = o?et;a; AH ì\ .seno verso, 
di a, ed AH = ^ear. a; quattro rette, che con nome, 
comune di'consi-Jariz i (mi d' un angolo o d un .arco a;i 
e foichè MCB.ó MS.è iL. compie njento di a (399) 
le quattro funzioni di MB diideci^anap go^Jmzioni di 
I^V onde QM :±:= GH;sàFà ii '.^cM^nt? rdi d.,, ^; jCII =2 
co;^tir'£3' \aL:càtafigenfyiiàx. «> «.BT = co(a-> GT (M> 
a>^é«wrl((S di (»:».cùC£=v cQi^«ff:^^ v^«i^ \ 

dl 'ir; etBQsis caw^'; / 4 4'. • 
^ ' $09 ! È. cluaaPoÌGte qoejtier fbneioni:- e; <i)«;%i^idni 

inriiCQO'Yrol laggialGÀ^ qus^C$u^.FQ 
d«l «aggìV^CVibs./ dà..mA:*por seno di a e .n<¥i- più 
usi. ^it-mav essendo MH:/wÀ:.:]>Ki:mG :; Jit/:', ei ^ 

vrà o t «0 il ra^gid^'ptómitiva V i ) :/hA =i 

MH.r';- pe*: aver dunque la funzione mh ba.^reìa inol- 

.tipiccar iat..pàjmuva.dì(lH p^^ ii uiu}v:0; . I^oi, 
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pp faremo sempre r = i ; e se non lo sia , le funtioni , 
perchò linee retto o. potenze di esse , dovranno mol- 
tìpUcarà o partirsi per q[aella potenza di r che le ren» 
da omogenee (107). 

6io. Ciò supposto^ 8i ha MH( =QG =ca5BM )ss 

I*. scn a = cos ( 90** — a) ... CU ( cos a ) ; HM ( sca d ) ; ; 
CA(i): AX^ 



d«.ffl/Wtf=^}^ •..CH(co^fl):CSA(i).::CII(i)5 

S». *cca=— — ... AH=AC— CHsr 

4*. ^nv.asi — coja...CH(=QM=^eflBM)=2s 
5'. co^a=«en(9o* — a)... MH(^eAa) : GB(ao«a):: 

CB(i):BT=s 

tf*.cat = QC(5cna) : BC (i):t 

*or2 a tang m ^ \ ^ / \ / 

2*.co^e<?a=s^^...BQ=:BC — GQ= . : 

8*. ctf^ V. a ss I — «en a . . . GM* asHH^ HG^ a 
9». r==:^en*a-i-co5*fl...CX*=rCA* M-AX*==5 » 

Io^5cc*^===IH-fa/J/a...CT'==GB*-+BT*== - , . 

11^ cosec* a = i^cot'^a', formule fondamentali da cui 
ne avremo poi molt' altre. . ' 

611. Per ora osservo che da A a B i seni cresco- 
no e i coseni scemano , ambedue positivi ; in A si ha 
^en a — OG cos a = r ; in B , a 90* da A , sen a = r e^ 
cùsa = 0 . Da B a D i seni scemano e son. positivi , 
mai tosenì cveteono e son negativi; in D» a 180^ da A 
senato e oosassz — r. Da ì) ad £ i ^eoi crescono o 
i 6O80ÌÌÌ scemano, ambedoe negativi ; in£ » a^a^o^ da Ar 
9e/iaK'— r e cosa:=s^o. Da. £ ad A-i seni eoe- 
nane e son negativi, e i cmsni cresdono e son po^i« 
tivi: in A» a 360"*, tnttfo' riconliiìoia coniò primi 
quando « >• 360°; e fatto, per esempio, a =90*, W 
suppoiito n un numero qualun^ae ed iu> il resto d^ 
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^ f sark sen na = sen ma » cos na ~ cos ma : coA 

^én 7 . oo* = sen 3. 90* » co* 1 4 . 90* == co^ 2 . 90* eo* 

01 a. Duaque anche T altre funzioni» che coma 
a è visto (6io)f dipendon tntte dai feno e da] co* 
ienO) varierannò in vdore ed in segno per T intera 
circoiiifiiirenza: cosi la tangente altemativametite ipoA* 
tìva e. negativa nei quattro quadranti , sarà tanga =3 

rts— sstoinAyEs-r — ooinBfS — -■ o 



cosa 



— r 



— r 



in = — - =±: 00 in E » ricominciando anch' essa col 



— o 



primo ordine se a> ^60^ . Ecco in compendio i can- 
giamenti delle quattro principali fanzioni. 





a 0^ 


da 0° 


a 


da 90° 
a 180^ 


ja i8o' 


da iSo* 




da 2?6* 






a po'* 






a s^o** 


a 360* 




0 








1 0 










-l-r 




0 




— r 






H- 


tang 


0 




•+00 




— 0 




•+» 




mot 


00 


-I- 

• 


0 








— 0 


' 1^ 



613. Osservo ancora che il seno MH d'un arco 
MA è la metà della corda MZ d' im arco doppio 
jyiAZ (406): onde i*. come MZ è corda di MAZ e 
di MBDEZ , così MII è seno di MA c del suo sup- 
pleaiento MBD: ^\ come MAZ = 60' dà MZ =^ 
r=i (456), cosi MA=s3o'' dà MHs^easo** s 

^ ; allora CH= cos 30'= ( form. ) V (l — ^6/1*30°) =: 
•jV3:3*. CQme OAZ' = 9o° dà OZ' = Va (459)» 

così 0A= 45' dà 0(1 = sen 45° = V^==GC = co5 

45*; allora anche GAssr AS =^ tcmgi^^tsiX = SBsss 
cot 45* : perciò gli archi eqoidlffereoxi da 45*" in — « . 
•d in -f» avranno reciprocamente 1 seai eguali aico« 



I 
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99- ca? s^ctf» 6ol=i cas ( 4S*-*- 15*). e GH^=|^^3=» PK 



2 

614. Dati (NTU i a^in o inòlà dì corw r^^^senoi 

— =bién6 dì due archi «>5> se si voglia il séno*-- 
&en {Azkh) della lor somma o differenza , si avrà 

C fona. 9\ ) co5'«asV<r*— |-m*) = ^ ^{ 4'**-»»*)» 

c €a5^3=V' (r*"— n* ) = — V(4r* — nV); dunqòO 

4 - * 

(485. 48O I =£.iV(4'-'-n').^^,.-i^^Ur*- 
m*), cioè, fatto r=r, 

€ i i,. ì)anquc cos {n ^ i> )=| form* 5*. ) sen ( 90* — 
{a:;th)) =^sen{ ( 90°— a4^=i»-)=a*e«t9o*r-^fl ) cùsh^ 
ien h cx>s{ 90** — a ) i mà ( forni. 1 *. 5^ ) à^en ( 90" — a)==: 
coò^ a e ^05(90° — a)=:=o?ena; diin(Jue • - • - 

.' 1 5*. cos ( rt = ^ ^ "^^^ ^ — ^^"^ ( t rt ) ; 
e se la forni. 12'. si divida per la 13S e il numera* 
iure e denomìnator del secpndo membro per co^ax, 
cosbf avremo 

" 14?» teng (a ztb) ;=z J^^f—^^- lasciando fin dV 

ra di notare ( toltone qualche caso ) la cotangente 
che st ha snbito^atlà tangente ( fotm. 6**)* Le for* 
. mnle dell' altre fnnzionì > e le rarie espressioni di quel*' 
le medesime che abUam tì%>v8te, si avrebbero nel 
modo stesso: ma basta a noi di dar le fondamentali 
da cui pascono tutte V altre . Permiamoci a coasida- 
rar la 12^ e la 13*. che tanto importano. 

616. Giacché ( 614 . 615) ^crz ( a — h) = -sen(b- 
a) G cos { a - b ) cos (b — a), combinando le for- 
mule 2% 3*, 6^, 7S si troverà tang ( a — ò) =ac 
ffing {b — a ) , cot(a — /? ) == — cot{ b — a ) ec 

Jiii, 8q gH angoli a ib aiena piccolissimi id ath 
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bian per seni 5 > <r , sarà prossimamente ( form. 9*. ) 

i 5* ) =fc <r < I - i ( ^ -fcT ) ( I qp ^ ..Gr)==: ^ ^ sa 

4éna:±scnh, per raer «or assai pìccolo. 

6 1 8. Faceado-a = 90* , = 1 8o' , = à^o" , = 3<Jo* # 
ie foirizb i2> y 13^ , 14* daraimo 



9èn 



-tixng 



\ 



1 80** :=fc i) 5en ò 
2^0'' z± 6 = — ca* h 



cos 



cot 



=s - cosh 
ì8o*dki>=ìd:cot^ 



ove si noti i**. che le funzioni negative — scnb, — 
cosò ec. appartengono ad, acclù che posson sempro 
determinarci; infatti 

V 

Seni) :=s: sen ( 1^0° '^b)^sen {$60* — b) 

cosb=== cosi 1^0^ ±b) 
'^tangb=:tang{ t8c>°-6)=3tt'r;?5(36o'*-fc ) 
^coth=cdt( 180*-^) 5 3*. che essendo eoe (180*- 
t ) =r cosb ( astraendo dal, segno ) , se un arco b '*4- 
m sia medio tra f» e il suo supplemento, sarà hH-m<Z 
1 80° - h , cos (Ò H- m ) <; co.f ( i8o* — b) cioè co.^ ( ò 
77Z ) <: oo< ; e quando jnir si moltiplichi cos (b-h m) 
per seni o coseni , sani sempre (64) n cos { b 
m ) <:i cos b: che una .nessa fiinzione apj)^rtiene 
a molti archi , come sen. b =^ ± sen. ( 180*^^ ^ ) — =h 
sen{^6o'±b), o in generale ^e/zò = dì5en( (2n-M ) 
l8o'*^ò)=3±jfe/i(«* 3do'±fc ), espressione che si ri- 
duce jilUjprima; poiché ± séti ((fln-f i ) iSo'' ) =3 
*^e«(/2.36o**-h( l8o!^t)) = ±^tf/i( iSo'^^ì'^cfattfv 



' 1 



'*3 
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( 360* ±l))^±$eni 360*» ± f) ) =s: ± ^ e« ( I So* ( 1 8o** 

fc)) = ;p 5«n( 180* ±b)y onde tutti quei valori si ri- 
•tringono a ^en 6, ^cn ( 180*- i8o*'-4-Z>). 

6 19. Sommate ora e «otuatte le foim. 12' e 13** 
verrà 

15». 3enacosb=^sen(a^h)'¥ ^^tfn(a— B) 
jÓKsenbcos a^^senia^^b) — ^sen {a — h) 
17'. cosacos b = ^cos(a-^b)-+j cos {a — b) 
j%*.senasenb—^cos{a-'b)'- ^co5(aH*t)f formula 

che tratforman prodotti di seni in seni iempUci* 
6ao. Se in qaeste n Accia a-f bsj>,a-^82y 

onde a=i(pH-f (p-g), ri avrà 

sen p±'senq=^en \ {p ± q ) cos {{p ^ q) 
ao\ cos p cosqs=2COS^ ( P ^ q ) (^os^(p ^q) 
SII*. cos q COS pss^n^ 2 )^^n ^ (p-^)» 

che 

r > • X sen(p±q) 

cangiano i seni lemplici in prodotti di seni. 

6di. Se nella fbrm. 19*. aia ,psRa,g = (;i«^ 

2 ) a , troveremo in generale 

£4'. senna=^2.cos a sen(n — l ) a — scn(n — 2) a 

25 cos na = 2C0S a cos (n — i) a — cos ( n - 2 ) a , con 
che i seni e coseni degli archi multipli si hanno dai 
loro inferiori: cosi fatto in particolare n = 2, verrà 

2.6'- sen 2a — fisen a cos a , ove se-aa = m 1 viene sen m ^ 
ciscri § m cos m 

27 \ cos SLa ~ 2co^^a- 1 = cos^a - sen^a^ che divise Y 
una per 1* altra • diviso pnre il numeratore e deno« 
minator del secondo membco per cos* a 9 danno 

622. Che se nella form. 19^ &Iap = 90*1 e 
lo. 20*. e 21*. sia (j = o, verrà 
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, A cos p 

13'- coslp = V 



X )( 

31'. I -co^p=i25c;2*^p, e perciò 

> formule, che> divise Tu» 

a 

na ptr r altra e moltiplicato al solito il secondo rnem^ 
bre per i — cos p ovvero per i h- cos p , danno 

623. Dividendo T une pex l' iltrc ie formule deln^d2e9 
61 troverà facilmente 

senp^iemi tang}^[p -^q) co*i(^-i-j) se/iX (p— j) 

seno sena , , v 

36». i- ^ = toner I(n±g) 

sen p ± g - > . 

. ' tangp^ztang^^ sen{p:^2) 
40*. — ^zztansp tango - • 



^ja ^<i^J/> =fc tarigq _^ sen[p± q) tangp tangq 
cot 7 coi p "* sen ( p ^ </ ) 

624. Dividendo ancha V une per T altr^ le form. 29^ > 
30», 31*, si ha 



>f\ri 



44^ 



sen^ ip 
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^« l±^lf =cot* »p: « se usila fof». 39^^ lAl^ili pit 

l-r- coup 2i 

45*, verni (6l3.3^> ' : . 

4$a. i-^— £i=tanfir(45''±o). E tanto fli ha dal fommar*^ 

^ I 4: tang q " . • 

' ■ c soCErarre le fòrmule e 13*, 
/ 625. Se cjueste orasi moltiplichino, e facile il dedurne ^ 
47*. [a-t-h.) scn (a — b jzi^cos^b — cos^a serica — * sen^h. 
g(fi^$eri{a'±b)cos{d-±h )zzKsen^{à'±h) • ' « f . . 

• 50*. eoa (a-^b) cos{a-^ b j co.$*a — sen^b izicos*^ — sen*<2» 
E ^e si dividano r una per l'altra col divider pui;e al splijc(i 
il $econdo membro per cosacos h^, 4viemo. . 

sen { a-^b) tang a -+ tangò ,. . • , 

r^,. seri{ar^by^ tanga—i^tungà. 

5tv2:{ ft.). ^ f a/^fl ± tan^ h " . . , . 



X ?28 )( 



13. ''°jf«-±*J = !^^«é'??4-. tutte queste foanult- 

C06 ( a — h) \ ^ tatigatangb ' • • . 

posson variarsi alPiniÌAÌto col soiQmaile ^'8Q(^j:ai:le.a. poU> 
plìcarle e dividerle. 

626. I seni , i coseni e V altre flmzioni circolari 
eli cui si è parlato finora, faron calcolate 1n parti del 
raggio I o dì minuto in minuto: le piìi comode Tavo- 
le, a parer no^ro» soa quelle di Gardincr ( Firenza 
179Ó ) , ove si haono askt^ ^y-.^Ulispid dei Logaritmi, 
dei Seni o Tangenti di 10 " io 10". Se Bfe -tEoyerè 
qui sotto la coi^flzidl^.!Ì.:. 

Giacché h fbn«iom ^} pr|mì 4^^ son ctOH^Iiwxtoiii 
àeì 45* seguenti (613. 3**. ) , pti? j^rèr la Tavola- der Seni- fiii^ 
a 90^ basta calcolare L ^eji^ fim^ aj^° e dedarne lùtte Falere 
furì/ioni per le fopmjfl.^ir; *^'^k^ 1 7^ " ."f:^- ^ del' cìrco- 
lo fa poi vederci che if^scnioiornano m ordine inversa da* 
90° a i So*", c che quelli ^ei dae Urltimi quadranti ditferjsco- 
no nel solo seg-rw da quelli dei- due primi, Tlirto petciò.sìV 
ftduirebbe al camola un s^mi^uacliaiite se la t'orm. rs'^noQ 

diminuisse 
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4ttniilltte« anCM dì ìS"" la fatica; da cesa t àn. sen^o^zzJ^i 
co*30**s:i Va (6l3)'fli ricava i«/i(3o*±6) +: ^sen^V3 = 

fpndnrrk 4unque il calcolo fino a 39*^» 9 ppMp il 
a*, 3".... 15** si andera con 1& formula fino a 45**. 

628. Cerchiando pertanto ^ome possa giungersi a 30** . foU 

. — ^ 

^ — p — ^ ( 149), e 1* arco a==o dk 

54». co« a=— . — ■ — > 

S5«.«««fl= — ^* "^a supposto Ztf = I (3<5S), 

i—ILh- ..tc-+.(a—— -4- nei e ^ = 

a 2.34. a-3 

^^aJ^x - £ H-2!y--ll-^ ce. = I - -h-^ -f ce. 

— (n-.^ hcc.) V— li dunq^uc sostituendo a riducendo, 

2» 3 " ' 

vcrrk , • ' ' 

^ ' a' a* a*' . a* 

affilai a**" i — — -r -, — 

2.3 2.34.5 3-3.-6-7 2.3. .8,9 

o* a* a* fl* 

2 a.3.4 2.3...5.6 2.3...Z.8 

629. Qui si osservi 1°. che se a sia un arco piccolissimo. 
Io saranno molto più a*, a* ce, che perciò spaiiianno in 
confronto di a, c allora scn a — az=.tangafCos a~ i , cutazz. 
•d; 2°, ch€ «e il laggio supposto i , sia r, <iuesce serie, vo- 

F f ■ ^ 



— ec 
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lefìdole o usar come stanno o calcolare» dovranno suppluflì 
con le potenze di secondo la regola (óo^j» o moltiplicarsi 
per r nel final risultato (60^) : 3^. che l' arco a per coi soii 
dati il seno» Il coìieiio ec.» supponendosi cidotto'in linea refe* 
ca» non potranno aversi quelle funzioni se non si rettifichi 
la semicirconferenza o non si sappia la ragione tra il raggio 
e lei. Ora applicando alla fotm. 56^ il ritorno delle seri» 
(2P4)> verrebbe 

2*3 3*4*'$ 2.4.6.Z 2.4.6.1^.9 
ecy e preso un seno gik noto» come ^1130=^, si avrebbe 
Tarco di 30% che dà quello di 190^^30*'. 6: ma per cettif 
ficare un arco è pià pronta e più utile la ingente . 

.630. Poiché da senaz^ . ' ■ ' » cosazz,^ 

I — ' ■ Viene e ^ oos a±v I* 

2 

sena-zicos a( I ± V"' I ^anqra ), o presi i logaritmi (308), db 
a — I ^Icns aH-/( 1 ±y/-^i. tarila ), si avrà sottraendo^ 

^iKaziLtanga^ — 1 — ec, serie che rettifica la 

3 

iemicucoaliiicaza ir . In&ni peno a ~ jfi', c tanga s 
M/a(i-|.c)= (613.3°.) i=(<Ji5) *^'^^''-±J^Sl , «uà 

^ l^langb tango 

raixflr6= e se «a eang — e perciò tang b =s 

la somma degli archi.&yc darà Tarco di 45^^ ovvero^ 

2 

f JL 1 ^JL^J! ►JLl-ccl 

ir ì 2 3.2* 6«3*'^I'2' 9.a» *f 

•» JH- r-f- ' S — 

^ 3 3-3' 5-3^ l'o' 9-3' I 

[ o,:S5398 16339244^0 ce. e perciò 3r=: 3,1 4i592ó53589ZP32ec^ 
631. Se dunque nelle serie di sopra (628) si faccia a ss 
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& • f il quadrante retdficitOy Terrà 



€0*^= 1 -^-5 1- i ec* 

• wt 21»* 2.3.4/»* a,..5.6ro* 

00* 2 po'* m 

««Mf — = -i--hec., eoe— ec, essendo m imntf* 

^ m I» in j 

mero ad arhirrio. Avuti in tal gui^n due seni e i loro co-- 
seni o in secondi o in primi o in gradi, si otterrà il seno 
c co^eao della lor somoia con le ùìtm. 12- e 13^ fino a 

sen 30^ , che dovendo enexe ~ , fle>'virà di tipcova ai cai** 

coli antecedenti. 

632* Hanno altri usi V equazioni e ^ =z cos à 
^^i,senz (639): poiché l''. riducono a seni le quantità 

. imnfag^arie a±b^—i se fatto ~= tan^h, onde l[a± 

b 

I ) = Za{ I± — v' — I )^la-^lil±^ -^i.tanrfh,x=i 
a 

(25 ) la ^ l cash ±. h l i .9Ì pagervi che oojr& ( :=z .... 
9enìi ^ à , -, d . a - 

^(a^-fi*); allora l{a±by/ —i )=:lc±h^— i zz (Ó30) 
/ c «4- Z ( C05 h.-± y/ — I . stn /i ) iz: Z c ^ co* h± ^ — I . san à 
€d a±bi^ — 1 = c (eosTiit/y/— r . 5i?/2^) ; 2*, riducono a 

Jcni anche le quantità esponenziali immaginarie i^^'^ ^ 

che eguagliate ad J^*^"^^ onde s ^ xtbp dircngono 
eos(»lb )±j^'^ l*iten ( « / ) : 3^ palesano iinmaginati t 
Jogariémi dei numeri negatavi sol che si pcttiga «n^fS't-f 
1 ) jr,d'onde(6l8)5cn»=;o,co«sB;^— IcZ~I:I:±(2/2-^- 
l) w >v/— -I, sempre im magi n?< rio ; meritrc Taltro Z 1 db 
«2 — I che si ha da sii:±2/i7r, è reale nel ca^^o eli n zz 
©: 4'. danno perciò Un'espressione di tali logaritmi atta 

• al calcolo , facendo azzla-±l — irzZa±(a/z-i-l * 
^33 '^a l'uso immediato di quelle etjuazioni (630) con- 
siste nel cangiare i seni e i coseni d* archi multipli in po- 
tenze di séni e coseni d' artihl semplici» e reciprocàitiente« 

«Quanto al prohlema dirette 9 se tavece di « stUjcriva Ines**. 
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se ma» avremo e . =co5n2a± V"^ V^^*^^ 

^ _ I . sena)^ i dunqtic «e/i ma=: »^^|^^ ( ( cc« a V *^ ^ • 
Isén a )* — ( CO* a — ^^l.sena f)^ cioè 

asen' a-f m . . . — • — - cos a sen a 

a 3 4 5 

1.5e/2a)*}, cioè 

'« 772 — 1 722 — 2 » '" iL V 

64*. CO* mm = co* — m . — — co* a *«n aHr m . ^ 

2LZÌ.±r-3flD*'""^iiiWi*« B 4nJito al probk- 

3 4 

ma inverso » fatto co* fl-+ V — ì . a = jp , cos a — y/ —ì . 
iènà — qy onde 2 cosa i=j)H-gj2\/ — I. senazzp — q, c 
perciò I {2cosa)'"—{p'¥q)'', Il ( 2/s/— I • «e" a)'»=: (p — 
j)*, il binomio I, riuniti i termini a due a due (l^S)» 

dark 2'« coA*a zzp^-h g"» -f m (p*""" ^H-5['" ^JP2-*-«« 

'^J.(»'"'^^H- 9'"""^)p*3* éc. , ove = co* ma -4- 

V — ìf ,senmay^ — cos ma — — I . *en ma» e |)* fi* = 
co** flia *eii* ma =: I ; perciò 

(Sca. 3"* co** à =t CO* ma -ih IH co* (m 2) a-4- 1» . co* (m - 

^) a ce. presa la meta dei termini dovuti alla potenza 
in per 4a riunione di essi a due a due . Il binomio II dark 

IR - 2 isti ' ^ 
— l)'«5e/2'" ar^p'»±5«— m(p ±5 ) J>9 

i,^.2.-ZÌ(p"'*~*1±j'"'"^)p»e*- ec, coi. wgni .di so- 

a ' . . .■ 
pra se )n è pari: in tal caso, fatto 2«, si ha ( V 

2/2 "I 

I )*'*=^± I r 145 ) : mfi se m = 2a — i , si ha ( V — l) ' — 
ip-v/ — I* onde poiché — 5*=:2V— I . *e« ma, viene per 
172 pari • • • ' ' •' ' . 

66\ a £e/2 - a£;± co* aia q: 2 ''CO* 2(^*^1 }a'±n( 2/1* 



/ 
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/ \ n(2n-- 1 ) (2ft — a) » 
1 ) CQS2 (/?-r-3 )ay -I M I. , ' \ Si— f eg^2[n — 3) « ± 

ec.: e per m impari 

^ 2(/i — iV a»— I , . 

6Z*»2 ^ '^sen a =: q: 4en(2n — l)a ± (2«— i )x 

«en 3 )a q: ( 2n— t «. I )««ii<2a-- 5 )a ± 

( 2/2— I )(/2— I ) (2/1— 3) 

i ^.J^^L^^^2d Mfi (an— j ) aq:.ec., preia al so- 

lito la meta dei terfliiiii dovati alla potenza» e i s^ni 

sopra se n è pari. 

634. La form. 63^ serve a dividere un dato arco ma 
in un numero m di parti eguali: fatto senma:=zbfsenazz 

tu I 

co^a = s = >v/( ), ella diventa 6= ms op— 

m. — — . s ec, e con 1» =: is,3>4 ec« 

33 

da le seguenti equazioni diWdeee nn arco ,~ ' 

h — 2x\^(i — «* ) in 2 parti 

bzz 4^"' • •« 3 . . ' '.f- 

• 5==(4a;-3*^)V'(l-**) 4 ■ ^ 

ec. ec. ec. 

635. Di qui la risoluzione approssimata dell* equazioni 
di terzo grado nel caso irriducibile . Poiché se l' equazione 
3x — 4^;' z^h — sen^a — scn ( i8o** — 3^ j ~ — 5C/2( l8o**H- 
3a^(6l8), che ha per radici vzzsen a{6^:\)f — san {60"'— 
«),:=: — ae/i ( 00° -hai, SÌ ridaca alla vera forma ^ 

^^Ù^I!:J^:s:ù (6opi, o A pacafoni.slU data - 
4 4 

p«H-9=o( quando q è negativo à fa « = — avremo 

™r* — r*jc/2 3tf = 2> onde rzzjL»^ — 3*.«^ 
4 4 ' *^ 

e poiché T^wn%a^ mtk iv^,— /> >^ e^>— ^Sciò 

che con p 'negativo forma il caso irriducibile (33S); "per- 
ciò ftteseo meeoiio risolve Vvquamoni irriducibUi di tèrzo 

-grado , Si avrà ^r canto l°*'^{^ien^a)z=,r,$€n^a{ 603)) , 
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; c i«/j3tt=^ V— > con che ti conóstv Se ed a: 3*.* ( 

sena)^r.sena z^2s/^ »sena: 3^ W^.w(do*^<i); 

3 '3 

•4*. » = -8- a iv/-£- . ««« ( H- a ) . 

Eaempj. 1. Sia -t- 1 =: onde ^ s 3yg l » 

9e223a== -^y^a^iio^i danqve «=2«en 10'':= 0,34x296 

• 2 sen^o° zz l , 532089, a? n — 2 a«/a^o° l , 879385 . 11. Sia 

... I j I I 

— * — — o, onde J , 5 :::: - , scn 3^2 si — >/3,asrao*; 

- 2 seri 20^ ^ ^ 2sen±o^ 

dunque x = -y^^-—,:f 04ZHW»*=^—~^^—r^.Ott4^9ì $ 

=t-i*T, i37«5«. in. Si* ^ 5* •+ 3 = o, 
•nde ji=:5^»g=:3»«^n'3«=l \/fj,tf=:i4» 43' 52"; dunque 

^Udttzione^dei Triflngoli Rettilinei» 



• 

. 636. Ogni lato d*aa triangolo iscritto al circolo & 
doppio del miQ delF angolo opposto ( 418 •613) : 
percib i lati d* un triangolo soh come i seni depili 
100 ^^^'^^^ opposti * Chiamati dunque g^g ^^'^ i lati BG, 
* CA , ABu, ed <3 , ti' , a' gli angoli opposti , si avrà 
I. g : scn a — g' isen a = g" : sen a" . (Quindi se g' < 
^, sarà anche a' <li (428. 6") ed a <C9o" (42^): 
«perciò l'angolo opposto al minor dei lati 9 è <C po**^ 

63?- )^sitia aal uiangolo BAC la costruzione 
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spiegata altrore (44s)» ® condotte ad AF prolmiga- .^^ 
ta in H» le normali BI , CU t sarà AFD ( = 
^DFE)-+DFC( = ^DFG)-!.GFB( = AGFE)5= 
360* == 180», onde GFB = HFC ( perchè supple- 
menti di AFG ) e BFI = CFG . Ora essendo 1 il 
raggio, i triancToli rettangoli BGF , CHF , BIF , CGF 
danno ( 63Ó ) BF : BG : : i : sen BFG : : GF : CH , e 
BF : BI : : I : sen BFI : : CF : GG ; dunque CH BI = 
BGxGC = (^_ o')( ;_o'^) (444): maAB -.BI;: 

1 : sen BAI, ed AC : CH :: 1 : sen CAI; dunque mol- 
tiplicando le due analogìe > , AB x AG : BI x CH : : 

I : sen* BAI, cioè V. senia==t^ IiZ:^(p:al> , 
e quindi a'. co5|a= 7— > onde tan^-^a = 



V 



638. Pongaci ora il valor di f=§(^-«-/-t-5'' ) 
nella I'. eqaaaBione* e quadrando avremo 



I — cos 



n. 2/V'^<>*« = g''*-»*5"* — g** in cni «e si can- 
gi reciprocamente in a" pef aver ù^^g- aosa's=z 
g^-^g^ — g'"*9 e vi si pongano i valori di pre- 
so da questa, c di g preso dalla I, si troverà ?^^"x 

co5a=a^*— -2-^— ^ , cioò 

" sena 



III. tango.' [g- — g cosa) — g'scna. Con queste 
tre formale si risolvono i triangoli obliquandoli . 

639. Quanto ai rettangoli , sia a V angolo ret- 
to, e cliiamata h V ipotenusa , si ponga g e jn-r 
e g\a ed a per a ed a': e poicliti sena — i, 
cos a =. o » la Formula I darii à = ^' ; sen a ~g i 
scnvL • 
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640. Dalla IH li avrà tanga =ig*ig, E se ui« 
Tece di a sì supponga retto a\ darà taffga''s=oo,e * 
g ^hcosassiO» 

641. Si son disposte queste Formale nelle se- 

^enti Tavole : ma nei triangoli obliquangoli si av- 
verta cht dati due angoli , o datone uno c trovato- 
ne un altro , il terzo è dato ( 424 ) ; nei rettangoli 
poi dato un angolo acuto o due lati , è dato 1 al- 
tr angolo ( 427 ) o 1' altro Iato ( 4^5 ) ; c dati i due 
angoli acuti , si avrà «olo la ragion dei lati senza 
conoscerne alcuno (432). Del resto i ^eni e coseni* 
molto grandi variando con gran lentezza » non dan- 
no r esatto valor dell* angolo e convien trasformarli ; 
perciò con- eas a:=zg':h (640 ) si ùl h:g i: licosa, 
ed k — g ih'^g :: I — cosali '■^cosa^ onde (624) 
tang^a=V(k — /):'/(/t-H/), e l'angolo a si ha 
con precisione: le tangenti e cotangenti variando ra- 
pidamente» xòA taano d'uopo di trasformazione* 



.^TAVeLA 
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TAVOLA I. PER I TaiAKGÓu RwTAweoLl 
I lati son gy/, gli angoli opposti a,tt', F ijwtenjM» è h; 
In generale IL sìmifit^ ÌUpotenusa € m la»o, lA l ipotern^ 
sa e un angolo , LAo. ua lato e V angolo ©iqiotfo, LAa un 



Zfifo e V angolo- adjacente 



642. 
^43. 



644- 
645. 



649. 



Dati 


T le- 
vare 


f 0 A M U 1/ B 


TL 


a 
a 


fscria-zzg'.li { 639) ovvero 

Ua72^( 45 " -^ ^ a j x/( /i ) V ( ^ ) (^41 ) 

/cosa=:;/:7i (640) ovvero 

Ung I a =: V ( -r^ ) • V ( ^ / ) ( <^ 4 1 ) . 


fc,a 


f' 


g:=ih8ena ( 639) 
^'=:Àoo<a (640). 




« 


tanga^g^ ig \é^o) 


*LA^ 

/>^' 


h 

<r 
0 

s 


7i : 5e?2 a' ( 639 ) • 
o—J'uaw^*' (.640), • — 


LAa 


h'=zg':cosa (640) 



TAV\il-»A 11. PER 1 IRlArtUUUl v^Dl.l^V/»r«viwi.* . 

I lati son gyg'yg", gli angoli opposti §«- 
* Iterale LAL significa due lati e 1' ^n^oZo com^rciO , LLA dae 
Zati' e un Gr/^;roZo opposto, ALA tiue a/i^oZ£ c il. iato. ooOT|>r«* 
50, AAL dueapgoU e un Zq£o opposto ». ; ■ 





5 = ^(^-4«|^-4^J^> / 

rr=r± >v/(/* - ig'g" cos a ) ( 63S ) 



o.a ,f 



• )( »38 )C 

Finiremo con alcuni Problemi per •lerdzio dei 

Prìncìpiantì . 

65t. I. Trovati un angolo x la cui tangente sia rf^^ del 

n 

658. II. Dividere un dato angolo a in due angoli 

tali che i l«ro «eai aicno nella ragion data di «i:» . , 

ntsena 

XiM. tonflf jerz— — . 

n-^ m€Os a 

659. III. Data la differenza d di due angoli XtX^d e la. 
i:agione min dei loco seni, uovaie gli angoli. Ris, tangx^ 

n send 



m'^ncosd 

660. IV. Date le fagioni ii:t dei seni ed m: i delle tan» 
genti di due angoli Xytf trovare gli angoli. Rù^tangm ^ 

661. V. Supposti aritmeticamente proporzionali i seni di 
tre angoli _p,m,u, determinare quali debbano essere gli an* 
goli estremi affinchè anche i coseni di tutti e tre sieno 
nella medesima preporzione. Bis» Gli angoli debbono esser 
cali che p-«»tt aia piccalisaimo. 

66% VL Data reqnazbne (n-4-N)5eniis(n— N)tfen» 
ove n^NsQtn note e senm è medio proporzionale aritmeu* 
co tra 4enj» e sen u, trovar 1* angolo p—u che si suppone 

piccolissimo . Ris. p-^uzz-^ ( 3N tang m )• 

66$. VII. Date V equazioni ( ra N ) sen 7i = sen u' ed ( n ^ 

N) seng^senp' ove si ha dth^gz^p — a,N è nota , e son 
noti senm , seni' y sen m' medj properzionali aritmetici tra 
senp e semi , tra sen g e sen Zt, e tra senu' e ssnp' , tro» 
var r angolo u'—p' che si suppone piccolissimo . u'^^g»'^ 



cosmoosm' 



664, Vin* Con Ift tegola di doppia falsa posizione trovate 
mn arco « che sia metk delia sua tangente « o calc<dar T equa* 
^iie2x=tan.jr*^- iU>. «= 66* 46' 5ij" 14'". 

66$. UL Con k £efe]4j{am ac»v«te U valey AfU'iui» 

/ • ' 
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• • . M 2sen X serici» 

Éolo X didl' emisti(me ««o id^s »■ ■■ ■ * . . 

il^ 44^42" inciica. 

éo6. X. Con le formule del N*'. 6a8. iommtre in gc« 
aerale la 8ene'$=rsentf-l-j;en(aH-6 )H«^en(a-t-2&)«4-...-4* 

sen{a'^nb), e determinar particolarmente S nel caao di 
a-i-nbzzi n-hl ja = 90*^. Ria. In generale S=: 

«05 ( a-»- I & )— cos [ a ( hH-^ ) & J 

eo£^a). * 

657. M. Risolver f eqiia^oni della forma M^±a'^=z9. 
il lettor 'generale della prima equazione n trovcrìL 

aa« co« — — 9H»a*> della feconda «*— aa»co*~"— -+0*. 
ai m 

•ve ii=to, = i, = 2,=r3 ec. e 7r = i8o*'r 

668. XII. Un Vascello si avanzò ili <o miglia rerso 
ItfCvante» e di 116 verso Tramontana. Si cerca la posizio- 
ne e la lunghezza del vi,aggio o della linea ietta per cui 
ha camminato. jRit. Il vascello è andato per una strada 
ehe £1 un angolo' di 23'' 19^4" con la direzione di tramon* 
tBMy ed ha di lunghezza I26 miglia in circa. 

Ò69. XUI. Data V erta s e uno degli angoli acuti a d* 
on triangolo rettangolo trovarne i lati e T ipotenusa a. 



,2s tariffa /2scota / 



»en2a 



620. XIV. Dati i latiCA=:a,AH = Z»egIiangoliACB=: 
iffy AHB==nyC£H=r d' un quadrikteio , trovar T angolo CBA 104- 

1 j- 1 A» T>- .0 /^wA flie«moo«r±fcjenn 
e la diagonale AB. Ris. l , cotCBAzz 1 , 

•ve il segno.-- vale per il quadrilatero ACBH': 2*. ABzz 

a sen m 

* « 

cenCBA* 

671. XV. Dati due circoli concentrici NPK,QRF neon 
la tangente in Q e la corda QR nel minore, e condotta dal 
punto N la N v parallela a QR , la NE normale ad NP e la 
NL che formi V angolo LNE = ENK, trovar la ragi^J!\e 
NK.4-NL a QR. hU La ragio^ne 4 dupla. 



I 



« 
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FIG. 

lOA. XVI.4ktft4a iX!etta..AC camene te&oiie di due ptaa^ 

^ ni triangolari ACB, ACÌ> tali xhe la retta BD condotta pet 
i due vertici sia normale al piano A'CD , t dati obie al trv* 
angolo ACB gli angoli d' incfiaaikme "BCD s= m ,BAD zzn, 
determinare il triangolo AGDt trovare sul piarw in" 

determinato MAR il piano o triangolo di riduzione ACD del 
trioi^oU ACB . Ri§* Fatti gli angoli CAB a, ABC = 

ACB=Ct ai. troverà cos ACDs— — , co$ CAD ss 21?, 

•cojfit ceffi' 

' V cosmcosn ' 

cliò.é data AG| n avrà di fa) tutto 9 futo. 
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TRIGOIfOMBTRIA SFERICA. 



* f 

ézz. (OE il semictrcolo PAp form! la ifieta Màp (54^)> 
di tutte l'òrcUnace il solo raggio AC descriverà oa 
circolo nuÈsmno (54?)» e T altre aloi circoli paralleli tan« 
to minori quanto piìi esse diminuisconó (548) . Quindi la 
«fera ha un' infinità di circoli e massimi e minori (547): 
ma non usandosi quest* ultigii perchè ineguali , col nome di 
circoli e d' archi intenderemo in avvenire i circoli massimi 
e i loro archi . Ora la Trigonometria Sferica risolve i Tri* 
angoli Sferici, coq^e ANMBA\ formati sulla saperficie del* 
la «fexs da tre àlcoli che n «egan ti;3 loro, ed hanno por 
centro il centca G della mra: 1* altro maggior triangolo 
A/zoFA'BMNA le coi parti 'aon date da ^eUe di ANMBA% 

non R considera . 

- 674. Un diametro Fp normale ad an cìrcolo AMa» è 
V asse di questo circolo, e le sue estremità P,p ne sono t 
poli. Ogni altro circolo A'Ma' con diverso asse P/)' ha po- 
li diversi P'tp': per altro il punto A' e il polo P' si allon- 
tanano egualmente Puno dal punto A> Palerò dal polo 
• perciò AA'rzPP'. 

675. Danqae Passe Pp farà sai circolo AMa tand an* 
foli tetti quanti «oa raggi in easo» e gli ar^t PA,Pa che 
misotan qaett' angoli^ saranno di 90^: onde l^. P arco tra , 
il polo d* nn circolo e ogni punto della sua circonfeienxa» 

è di 90^ : 3**. gli archi PA ,Pa in un piano medesimo con la ^ 
normale PC 8on normali alla circonferenza AMa ; 3°. i due • 
punti A , P bastando a determinar la posizione d' un circol© 
che dee passar per C (533), due archi PA,Pa di 90°, due 
archi normali ad AMa, o anche un solo arco di ^o'^ e nor- 
male f determinano il polo P di AMa . 

676. Il centro C comune at circoli della sfera (673 ) 9 
dà per loro intersezione un diametro Aa: perciò i^. sedae 
circoli APtfyAOa si son tagliati in A> non si tagUetànno 
piik che ii\'a a 180^ da A: 2^ onde due soli archi non 
chiedono spazio se non è ciascuno di i9o^ 

éZT* Sì fotini 9K» r angolo sferìco AMA'^ eon V incon^ 
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' tro in M dti due archi AM,A'iM prolungati, se occorra # 
fino a 90°. Condotte nei piani ANMC,A'BMC due normali 
da un punto stesso delta comune intersezioae GM| l'ango- 
lo da. esse compreso mburerk rindinazion de* due piani o 
r angolo AMN (534): ma questa inclinazione è anche de* 
terminata da quella degli assi» cioè dall* angolo PCP' odali* 
arco PP'r? AA' (é;:4); dunque la misura d* un angolo sf9* 
rico AMA' sarà V arco del circolo AA\ compreso dmi sud 
lati a 90° dal venice M 

678. Dunque i°. ogn* angolo sferico, e molto più la 
differenza di due, è < l3o°: 2**. un arco che cade sopra 
d'un altro, ha gli angoli intorno — iÌo°: 3°. prolungato 




de AM,A'M pià lunghe dei raggi AC,A'C.(475), i tre 
angoli d*un triangolo sferico son > 180^ (424): ma poiché 
ognun di essi è <. iSo'', saranno i tre < 540°- 

639. La somma degli angoli d'un triangolo sferico ca- 
de dunque tra 180° e 540*, nè può, come n«l rettilineo, 
dedursi il valor del terz' angolo dagli altri due*, quindi t 
tre angoli possono essere ottusi , retti o acuti , e la somma 
di due è > go"* se V altro sia n: 90° o < 90° . 

680. Quanto poi ai lati d! un triangolo sferico , glaC« 
chè di quanti archi posson condursi per due punti P > A dek 
la superficie f il minimo appartiene ad un circolo massimo 
(509), gti archi dei circoli massimi sulla superficie sferica 
saranno» per quanto lo soffre la lor natura» come le linee 
rette sul piano: e quindi 1°. quest'archi o i loro angoli mi- 
surano sulla supetficie sferica le distanze, dette perciò an« 
polari'. 2°. nel triangolo sferico la somma di due lati supe- 
ra il terzo, onde EaH-Fa>FEi e poiché AE-+AKH-EflH- 
Fa=36o'* (676) c perciò AE -f- AF FE < 360° , un lato 
non può giungere a 180° (6^6 ) nè la somma dei tre a 360°: 
2''. due triangoli sferici sono eguali o abbian ere .lati egua- 
li a tre lati» o due eguali a due con 1* angolo compreso e- 
guale» o uno eguale a uno con eguali angoli sopra: 4**. per- 
ciò >un triangolo o isoscele o isogpnio » preso due volte e pa- 
tagonato da parti opposte , ha eguali o i suoi angoli sulla Da'* 
se o i suoi Iati: e fatta col tagliare il maggior angolo d*un 
triangolo scaleno, un triangolo isogonio» al maggior angolo 
si vedrà opposto il maggior lato ec. 

63 1. Dovendo tutti 1 circoK della sfera segarsi scambla- 
volmentc nQn si danno in essa uiangoU simili 0 con 



\ 
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lati paralleli: onde due trmngoli sferici equiangoli none c- 

guali i poiché se «opiapposci non coincid«sscie, arrcbbcro le 

basi parallele. 

6S% Infine '11 trìaiigolo sferico è o rettangolo o olii (man' 
Wo. Quanto al primo» sia egli HOF,cioè «all'arco HDNG 
inauKa normalmente V arco OFOC . Si prolunghi HF e pet' I> 
L» a 90* da H, si conduca l'arco ILMB. E* chiaro che gli an- 
goli retti in D , I danno M per polo di DI ( 6:5 .3°. ) ed MI 
MD^^o'': peiciò se DF divenga o DMz= * o DO^c^o", 
anche IL ( — H) diverrà 0 IM zzi 90* o IB > vo*, cioè mi ' 
triangolo rettangolo V angolo obU'iiio v dilla òtcs^a sptcie 
dal lato opposto : onde DF •< o > 90° dando H <; o > D 
e quindi Db' <; o > TH (677.5°.;, P^'^ corto o 

il più lungo di quanti archi posson condursi daF a Dìì. £' 
mnche chiaro che se ciascun de' lati HD»DF è <,'^o'*. Ti- 
potenusa HF (•<HI«=90^) sarà <90*; se ciascun de' la- 
ti CF,CI h >>90*, l'ipotenusa IF che incontra i lati di Ik 
da 90**, sark pur <: QO^v C se Tun de* lati CN è <: 90" • 
l'altro CF > 90*, r ipotenusa NF (>NL = 90*')i sark >•* 
po*, onde i lati della stessa 0 di diversa specie hanno 
V ipotenusa -< o > 90®. Perciò gli angoli obliqui omogenei 
ai lati opposti, indicano hi specie dell ipotenusa, e reciprc- 
camente : così 1' ipotenusa e un lato di limile o di diversa 
specie danno 1' altro lato < o >• 90°. Ma se un lato intr.r- 
no ali* angqlo ritto è po'*, anche V ipottnosa sark 90* 
(^lS o°') ^ ^ ttno lato può essere o^f'os.^o <9o*.< ' 

683. 'Quanto al triangolo obliquangolo » ma egli ACB, ^ xo'^. 
da* suoi vertici comje poli si descrivano e si prolungnmo fi- ^' 
no air incontro gli archi FE>ED,DF. Poiché A,C ^no a 
90* dal punto stesso F, sarà F il polo di AC, e D,E lo 
saranno di CB,BA (6'35.3°.): perciò prolungati in G,H i 
lati di AGB fino all' incontro di DF, sarà DH — FG n y^* . 
(673), e DH-^- FGn: DF -hGHzz 180°, onde DF sarà il 
supplemento di GH=z:C (677), come FE,ED lo saranno di 
A,B. Essendosi poi fatto ÀK — BM :=: od** , sarà AK-+ BM::= 
MK AB = 1 80* , onde AB sarà il supplemento di MR r: 
E» come BC,CA lo saranno di D»F. Oan^e il triangolo. 
D£F è supplementarìo di ACB; ed avendosi, per esempio > 
S se 180* — DE» sack (Ó18 ) sen B =: sen DH, coi( H =^ cos DE > 

"II. I 
fsn'<p*B = C05 -^DE» ove in generale se m > ^o'' , sarU. 

I I 

$en--mzi'f'COS'-n {6ii)f pqKo n il supplemento di :n. 



\ 

s 
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Risoluzione dà Triangoli Sferici* . 

' 6S4. Da un angolo F del triangolo HGF « arco 
normale FD", e dai centro E partano'! 

se F sceaaa sul piano OHE la normale FA il pia 

no FAK incontri notmalnieiite HE tn K, 1 /^f^^: 

FAK.FKE «r^nno rettangoli e fatto ^ ;| "^pp 
. no AÈ:FE::5e«FEA:i,AF:FK::senFKA:i, KF:FE.. 

9en FEK I ; onde sen FEK : I : : seri FEA : sen FRA . ma 
FEK =: sen FH , sen FEA v.n FD ( 608 ) , e sen FK A - 
H (ón ) ; dunque .en HI : i : : .e. FD :sen H dunqoe 
nell'altro triangolo, rettangolo FDG sarà del P»"^™/ 
I :: sen FD : se/2 G ; dunque nel total triangolo r^J, 
sen n : 56/2 G : : ^t /z FG • sen FH . Chiamati pertanto g,g fg 
i lati del triangolo, ed a,a,a' gli angoli opposti «* «»• 
61^ si avrà 

L seng:senazzseng':sena^:^i€ng isena • ^ 

63^. Dunque sen sen ^: senati sena : : jen^ -r 

, sen/:seng^seng\ e però (623) —^^^^^j- . . • • 

ì ; e poidiè a secondo membro é wmprc pb* 

m^vo (^23)y.i da» termini del primo hanno il segno stes- 
. #0, e le semisomme due lati e dej^li ongoU a loro op- 
posti son della stessa specie. . 1 • 
r 6S6. Ora essendo i seni degli angoli come 1 lati op- 
Vosti nella Trigonometrìa rettilinea (636), e -COTO 1 loro 
teni nella sferica (Ó84), se presi i seni dei lati in vece 
dei Iati , si applichi a questa il raxiocimo gik fatto in quol- 

la (631) f I*. ^e/i- y TerT/TTn^^ ' 

' a-.cosi^a^zJ^--'^^^.^. fox«ittle che il triango- 

2 ▼ sen g seng - 

lo supplemcntario (683) ( utta m la metà Mia fomma 
. degli angoli ) cangia in 3». cos-^g^ 

• Jcos\m^j:)co^m»^J:)^ ^KsenLg- 

V sena sena 3 

^/H-'^— -^i^t!^: e divisa la l^.pcj: la 2'., c ^ 3^ 
y sena sena 
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I ^ / cos(mLO a') Cosimo^ a") ., , 
mot --g = /i/ ove li c«dicalc non 

.c immaginano perchè ;;2> po', 

68^. Pongasi ora il Iralor di 3 = — (^f+i'-t-^") nella 

' ì*f equ&zioAC di iopra,"e quadrando avf eitto ven* <3 ( r= 

(6ao)S2il^-:i24>l^^^ ....... , 



,0/ 



* ...» 

IL eoka 9eng' $en z^'cokg" ^ àoig'xioèg^^ , ohe *il ' tctangcAe 
supplementario trasforma in ' 

liL cos g aen a smn a" z=, cos 4 rt- cos a cos a' . . Onde giacché 
cosa e oosg hanno Io stesso segno o daitto a,^ della 
scessa specie finché cosg^cos^^cvsg" e co3a>cqsafcosa*'f 
cioè finché o if' oWcr^'tf' ò or hanim- ^1. noto valprc 
intermedio ( 61 S ) > si C9nchiudex)L che un attgjoto o lato 0 
della stessa' specitt dui 'lato o angoli^ opposto ae V un de* 
lati o angoli adjacentl' sia medio tra quel lato o arirrolo 
opposto mL il 4*140 su^^pm^n^o, .Lz regola inversa* non ha 
luogo. - • . . . 

Fatto nella II tangg'^ cosaz::^ tang<^ ,vtTxksengX 

cos X**'*'*» 

,tang p ^ — -^r-co«/j f «4n^^0 9,v^^ Qosgf' cos 
cos^ 

pj \ cos ^ ' 

' ' 68s>. E fatto nglla III. tangd' cos jj =: eoi , verrà 

jisn to' cot^ =: ■ ^^ ■ ^j yrt'W a\ e» xidiicaxuip > ,(?osrfl cos a">C 
uosa 

•én{wg^p)\wsitp. 

690. Che se nella II si ponga reciprocamente ts!\a* 
ii^x onde si abbia cosa* seng' sengzxi'cosg". — cosg'x 

cofgf sosttsiuti neUa U. valori di coss^' pre^o da questa 

Uh, 
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QO»*g')-^cosg cosai/ y cioè 
IV. cotascna''^cotgseng' - cos/co^a", ove fatto cot|r- 
cosa''^cotp. vena cot « ?a W' =i co^ <P ««"5 — co4^r « 
aucendo , cot a = cot a'' « (^r' ^ ) : sen p . F^tto pure col a : 
coai/ = tan?<p, verrk tang^sena'^Z=.COt gtangg-^cos^i , 
rriducendg, <.ot^> =: (;ot/9o*(a''vo ^»;cos|>. Co» ^uest* 

forale |i jMPWono i triangoli pt»!W*»f?**; . _ , 
(Sol. Quanto Ili rettfmgoh, wa a i' angcdo f«tto, • 
chiamati^ h f ipotcnusa ^, prendano g,g , a , a pei: 
e poiché «crta=:l,cì)sa=rcof azio, la tor- 
miuVda^k>eiiA=:5e;znr:5.?na. D'onde s'impara che co-. 

l>ircn«, così senh>,scng, e Z' ipotenusa cccec/cra 
o sarheccQduta dgl lato , secondo cha egli sarà <. o :> 
oo** (òli). Del resto se i seni o coseni di queste c del- 
le secTuenti formule sieno molto grandi, 'ù loro epatto ra- 
lore s^i avrk o dalla soUta trasforma«oi|C (Ò4I), o da qttal« 
che altra formula che indi<;b^rcmo nella tegaeiite Ttt«K 

.1 _^ 

Vtaiy i ( a -4- ^) co* j (a -f^) : e, modo ttewo ^e/i as; 

^) eoe (^-g) . oT« 4 dop?^«t s^no è 4etermiwt» dalla J^»t 

^etk del lato (<J83). 
' ^pa. La fb^miib H èo$hsz.€09tcésg% ^e u t» 

oye U doppio, segno, è inu^*!^ ifer^hi ~^<P<^* (<J8o)^- ' 
693. i;.^ FoffliataL. K dk w A = 
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è^ttindl (695.622. ) tmng-L^^^h^s «) : ^cos {^'*^a) é' 

694. La Fotmiita tV. A cos a'^ianggeoth^ che ti 
itasfbrifia al tollt* ( 691 ). 

695. M« se ih vece iì à n supponga irettò tt^^« la For* 
mula IH dacà oasgzz tùiàiùitwff che d aoliM pii6 tidiu^ 

• (^90- 

Stipj^iò tèihpiN» a" rettò ^ là Fòstt^à tV oè a = 

9oèffSeng»f da cui s* impara che eome i >- 5en ^'j così 
<yof^>'COfG o tanga>'tan^g: onde V àngolo obliquo 

# 90*^ tccbderà o sarà ecceduto "dàl lato Opposto (611)4 
Tutte queste formule si àoA diiposlf iiaggias 

iimod« atttc dac Taf«U MgocAli* 



♦ 
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TAVOLA I." •. . ■• 

Per I TRIANGOLI SFERICI RETTANGOLI ^ 

* ' • • • 

■ , « 

Tutto è qui come nei rettangoli rettilinei. Il S€'-^ 
gno ^ indica gli archi della stessa specie (682»)». € 
il segno i ipasi dubhj di ^ui neW Applicazioni . 



òp8. 

100. 

701. 

702. 

703- 

^04. 

7C>6. 
207. 

to8. 
7op. 
710. 

211. 
71^ 



Dati 


Tro- 
vare 




TT 

1 Ly 


S 
a 

a* 


fcos^/zzcosh'.cos^y ovvero \ /^on\ 

^^^g W = V ««'«r i ( A >ean^i ( A -<g l-' ^ ^ 
/5cna*r=jene-*:seM^, ovvero , V/<ot\ 

/cos a' = tanggcot Ti , avvero \ , , x 
Kàongla'zz ^senih-^gy.^s^niK^gi} .^^^^j 

— — ~ ■ . - - 1 ; " <l r 'ii> i 1 .1 


1 lA 

h, a 


{S 
(a- 


fseng*z:zscn h san a* f 691 ) , ovvero ~. ^ . . * 
Vda fi, a ho a' ( ^oi ), c cUi /t,a' ho^ (Z02) 
cof o'^casT^tcoea (693) 
tanggrnóoaa'tcoih (694) 




h 
a 


/coò /i ZI coA" <Tco5 i*"' 6o^? ì . ovvero 

^da j,/ ko a (704) e (la^,a ho h (705) 

cntaz^cotgseng (1596) 


LAo 




— Il ■ 1 -4' 

^scn fi ^ SfTig: scn a, ovvcvo \ «. 
ytanr. ( 45° -^ ^. /i ) - ± V^a/zo- X (a^j) coi a--^) ) - ^ ^ ^ 
rsrn n ziz cot a'.cotpf ovvero * \ rKn/^N 
\tang ( 45° ^ = ± V 5r« ( « H-^ ) ; V'«fi« ) ) ^ 
/seri a zz cos a: cos ovvero n ^1 


LAa 

5 » « 


{a 
rr 


cothzzcos a' itang g (694) 
/cosàzzGOsgsena (695), ovvero 
Vda or,<K'fco%(»ro8),'l5'-^^,/i ho a (69S) 
cotgzzcotaisenaf {696) 


A» a' 


h 

f 


A osh:rzcotacot a' , ovvero v /Km\ 
[tanglh=:^.^^ós{a''ha):^co^{a'</:>a)) 
fco9g::^ cosa: sena! (6p5), ovvero 
Mit«,a'hofc (711), e da a\k ho ^ (702) 
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Applicazioni. I. Sia(69':)7i- 127* 25' 2o",^£r~y5*iyjij"^ 
Foichò cos li >■ 90° è negativo (6l 1} , verrà L acn 37° 25' 20"^ — 
i:'25''=: 9,:954<^Z6=r'l — co^/=: cò^ 51*21' 
4l"=:/coji28**3S'i9'' ((5i8), e /=:i28*3«'l9". I logaritmi 
di — «eJXf-»^ COI non son di numeri negativi (Ò18). 

IL Sia t^p) Ti =: i27**a5'ao", ^= i28*'38'rijr^ dunque 
co*a'=:--- cof 38° 3819 ' x — ea«^37°25' 20", e però cosa 
faiìi positivo e -<90°, cioè a=: l6°49'3i''. In questi ^sl 
la sola attenzione ai segni indica la specie degli archi. 
N III. Sia f-00) Ti — Sl°I3', ar=37°i9'; dunque Iscn^x^ 
13'-^ Z5cn37°l9'=::9,:22507o IH Um^ e o- - 36%^'22'', 4 
ovvero 1 43** II' 37'', 6 (Ó13): ma dovendo esser del- 
la ste.ssa specie y ha luogo il primo valore. S'impari da 
quest* esempio a valutare anche i decimi di secondo, senza 
di che 8i farebbero spesso errori considerabili. 

. IV* Sta (705) ^= 13* 17' 20", «±=35** ; dunque Isen 13* . 
It'ao"— Zsea25**=9»7355l7o = ^^e«fc:perciò h zz 32*56' 
57", 7 ovvero fc=:I47*3 2'%3, ed il caso è dubbio se per 
determinare h non si sappia la specie degli angoli obliqui 
,(682). dubbio anche il caso di a o e' =190**, e solo si 
saprk che T alti* angolo eguaglia il suo Iato opposto: così 
se H=:D = 90% sarà FD = FH =: 90% ed F - DH (677) j^q,. 
indeterminato . E* però raro che in pratica non xeflù la * 

lu2ione in c(u^<;he modo dftcrxmnau. 
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TAVOLA 11. 

MI I TRIANGOLI IFIKICI OBLIQUANGOLI* 

Tutto i iuì coinè negli obliquangoli rettilimi e neììà 

Tavola Atitcadcnte. 





Dati 


Trovare 


F 0 R xM U L E 






à 


Kang ' a- J ^'J ■/)«■" ti -g'iyóSÓ) 

^ V st^n tj sen. {q 'g) 


:u- 


LAL 

"7* ^ ^ 
gyS 

g.gW 


g 


itangg" cosa — tangp \ 
\cos gziz cosg' cos { g t^p)\ cosipf 
écotg'.cos a'zzcotp . 
\cota-cota" scn (g'^p): senp ) 


716. 

Vi- 
718. 


LLA 
g^g'yo- 


( 


(tangg"cosa-tangp ' \ . 
\cos{g iy> p)zz cosg co$p: cos 0" ) ^^^^i 

sena'z=,s€ng'$ena:seng (684) 

/cotaicosg' ziLtangp \ (A \ 
\cos( a'uo <p)— cotgcos (^icotg' / ^^^^f 


:i9. 


a^a y a 




Ln/ i ^- 1/^^* ^'^ cos Tot d/5 a") \ (686) 

^ V cos m cos ( /7J 00 (2 ) / 


720. 
721. 


ALA 
a >a ^g 

a,a\g' 




(tanga"cosg=cotp \ . 

\cosa:=icosa"sen{a''<p):5enp) ^^^^^ 
icot a : cosg' zn tangp v . 
\cotg—cotg' cos ( a" <^ p):cosp) 


722. 
723. 
724. 


AAL 

<^yo:\g 


s * 


stanga'* cos g±:cot p x 
V J?CA2 ( a — ^ ) z= cos a sen ^ : cos a' ) 

seng"z=:seng sena" '.sena (Ó84) 
rcotg:cosa"=zcotp % 

1 5é./i ( ^' — ) ~ cof fl : cot a" ) ^^^"^^ 



) 
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{ot di g'-'p O eli ^— nel pTÌmo caso 33° 9' 3", 3 -4- 
^>=: 104*18' 6", nel secondo (p — 32»9'3'%3 5=35>*^' 
5^'',4', perciò è dubbia ancht la formula 7^8. 

II. Sia Cao) a' = 42-i.s'l3",5,«" = 34*'lS'3",5^ = 
?<5°35'36''i si troverà <pr: 81° i' 43",8, onde a — ^ = 
38* 40' 29'' , 5 ; di qui cosa = — co.9 5^*^3'40" =: (;aj.43l* 
30' ;Jo" ( 61 8 J , onde azzimi * 36' 20" . 
* III. Sia (222) a=*42* 15' |3 ^3,a"=siSi»36' 2c", ^ = 
50* io^3o"i poi(;liè t«^i3i*.36'a©'^^'^coe3i'(ié'2o",ycr* 
cùips:^ '^ Cd 51' |ó'S7 • ? = 43* Si' , !• 
^oilldi Cisendo cos a'^^^Mn 31^36 20^'^ ft iur|à s^i| 

cos42-|5-^3^3X^en^ positivp. ed a'-. 

^y^ro=58'2'23'%3. 

IV. Sia ( 223 M = 25'. «" = 83''36' ,^=: 59^ 40' ; 4 
(rovera — 77* 5' 12'' ovvero = 102° 54'48". Il ^aso per- 
ciò è dubbio se non si conosca la specie di o non. la fis- 
ti uno dei due noti teoremi (685.63^): ma il secondo non 
ferve y perchè a non è medio tra e il suo supplepicnto ; 
e ben ni yede che la regola inversa non ha ly^o^o,^ perchè 
a non è inedto, t int^to a*,g aoi\ 4^1U fì»^ss«, s^óe. 
Kepput Mryt il primo» perchè le effflieoquilf dei Iftt. 'eft 
«ngoU opposti vengono <: 90* con ambedne i valori di 

$fi fesse as=79^8*'ia'%^" = n*o'aé",^=553°i2'7'', Ta- 
ne e l'altro vmemà mglieir^bbe U àììVm e éace^b^ 

V. Sia (724) come prima a =: 42" 15' 13", 3, a" = 
I2I*36'2o'%^n5o° 10 30'': avremo cosa" — «^^31*36' 
20" e <p = —32* 8' 50"; dunque poiché coi a'* tanghi* 

36' 20" , si avrà, sen (^ — 9) n 

— t«//<r3l» 36' 20" * ^ ^ *' • ^ 

avvero r= 102'' 5 l'i onde = 40* o' 10" ovvero si 75" 42' io''. 
-^25. Molte di queste formule si cangiano, in . quelle dei 
- crlsMiigpU ^ctìline} col" aoppOr gU efetiei xndto l^iéeoÙ» v pe^ 
- i; fjenÀ e U cangend con{bee>€oi Itti /e i coseni con l'm 
IPlitìit se, pci;ò, in «na ftcnida entrinp ^ eeeeni, 

^eefip. fiirii «of a=:i — ia*(xt2), tsM«ilWM^(o.i Q^ifro^ 

Ì0A% ijnSniteiuKti It 9iiantUà «Im eccedosQ il 8r« 
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concio grado. Eccone gU esempj; i°,cosa:=: , , , 

^os^j^sg^^os^ (687) ti -cangia in cò*a=: .... 

senv scng' 

co5a' = — ^ (ógg) diventa ro«tf = -§ (643): 3°. co*À = 
eosgcosg* (Z03) si trasforma in l — 

onde (4:4). ^ ; • 

taò. Con tal mezzo si ha T ertox commesso nel trat» 
tar come rettilinei i triangoli sferici alPuso degli Astrono- 
mi: poiché prese le note formule di scn a y cos a ce. (Ó28), 
« diviso per (5'2'2) il lato o arco che si vuole in paiti di 
'racT:r.o, V ciror cercato c moltiplicato per r" (f>'2'l) verrà e- 
fpresso in secondi. Così.dati. 7i,a si trova 1°. scng—aenhx 

iena (700) cioè (628) -i-f>'=sertfl( A — ), «ndè 

tzìh^ sen^ a ( «oppresse le più alte potenze ); dunque ^rs 

hsena— — ««« a ( i -r sen* a ) : 4»» ^= h seti a (644) ) i dpn,- 

tnt. X g r = .«ang^= 

'1 

tangh^osttf (793)» cM (628) ir-^-^iff'^s^^^(^H--^^')» 
onde i'=.Mco*'rt', e £=Aco««'-4--i-it'coja'(l-co#*.«*t: 

^ - •» • cos a' seri'' a' ^ 

aia g^hco9<i» (045); .attn^ae e=: ^ — -j^— »— ;3*.co£«'= 

••5&eansfa('?<>l)=:èaf^«(.i--i-&*)(628)$ e poiché a'== 

90° — a ( 427 . 4° ) , sarà cof a' — cot ( 90° — a H- e) zr cof ( po'-— 
(a— e)) = ta72^( a— «) (6l8)idun^uet<v»^(a~o) = ta/zorax 

{62q)^-A^ per esiet* 0 piccoUtsiffia: per' 



sene 



COsacos{a — e) cos* a 

sen a cos a seri 2a 

CIÒ •ss-' 



732 Ceco 
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?3?. Ecco ora «Icuni Problemi per eserctzto. 

I. Cerco se la differenza che possono aver tra loro i due 
«ngoli obli<]ui d'un triangolo sferico rettangolo, abbia alcun 

limite in più e qual sia. Ris. 11 limite è di Qo*. 

II. D.<t.i in un nl:incrolo sferico rcrtanjolo la somma 
o la differenza dell" ipctenu.-ja ìl e di un lato i^-y e dato l'an- 
golo adjacente a, determinare 7i e n-. J]is. sf-n ( /i — 
tanq* scn ( ìi-\-g) ovvero seti (h-ì-^) — cot* ^asen{ Ji — 

^) e quindi 11 c 

III. Dato un angolo a" e i due lati gygy trovar la 
gomma o la differenza degli altsi angoli a, a': c rcciproca- 
TOcnce datQ un lato o^^" e i due «ogolt a, a', trovar la som* 
ma o la differenza degli altri lati g,2\ Kis. Partendo dal 
yi^ot di tang^a {636)9 9Ì troveranno 1* equazioni 

frtngrX(tf-».o') =: cot ^a!' cos l{gooq):cos^(g-^8') 

tanghi aooa)ZZ coi ^ a" seri L (j?oc o' ) : ve/i {g-^:/ ) 
ttinj lig-i- gi ^tang^ #05 ^ ( a co a ) - co« ^ ( a H-u') 
i (g ^g) = ^^'^S ia"^*^'^ ^ ( a </3a' ; : ie/i 1 ( a-t- a' ) 

IV. Dati o i tre angoli o i tre lati d' un triangolo, tro- 
varne Tarea s. Bis, l\ A=:a-4-fl'H-a"— l8o**, cioè V area 
eguaglia ii prodotto del raggio r ^ I nelV arco differenza 
tra la somma dei tre angoli e l8o*» 2*'.ea77^^s= 

/^[l — cos^g — cos*g'—s cos'^g" 2cosg co sg cosg " ) , 

2^/ «r^' 7 seri ( q '^g)sen ( q — g') srn ( ry — ^" ) 
I "hCOSg-^OOSg^COS^'' 

V. Applicar quest* ultime due formule ai casi l^ di 
y=g''=9o*: 3«. di a":^$K>*: S*. di^=/=^" e di^ = 
^'=^"=9o*; 4*. di g,g\g" piccolissimi . JRù; 
'tang^^s-zztanglgtang^g'i 3<», «aa/I ì = , . . . • 

^ . . „ ^ JJiJ: fci e in pa^rticolare szz^s s XS 

VI. I poli di due circoli AD, AC son T,P, e condor- ^ 
ti da essi per un punto dato S della «upcifi cric sferica eli ar- l^O. 
chi PS£,TS,PTC, si trova TC ^ Sii ,1^0 a. Si cel- 
li 
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Io6 valor di SB=:a. Bis. striai 

Sen $ sen l;± cos l cos ( cos* ò cos^ lco4* i&) 

VII. E* ignota inclmazion di dae circoli AC , AD o sia 
la distanza dei loro poli P,T: solo si sa che condotti da 

P,T per un dato punto S della superficie sferica gli archi 
PSE,TSB,prD, si ha LC ^ SPT=: ,SB= a, BD=». Cer- 
casi di detejrmiinar TC L Liis. seni zz 

c h ì :os a sen 2a ± 2tan ay/ { S(^n^ h — co v* a sen* i) 

2«e/i ^ cos a ( cojr* s H*taAj* a i 

Vni. Dai poli P ,T di dae dati circoli AC , AD la cui 
inclinazione è CADzri» conduco per «n dato punto S gli 
, archi FSE,TSB. Supposto che sieno dati AB = ayBS=$ ycer* 

AC r ICC » r>- ^ ^ _tang^ seni-^ senacosi 
CO AE zzL taESz=.l » Ris, tangL =. — - } 

cosa 

sen l — sen 5 co* i — ' sen a sen i cosS* . 

^ IX. Dato un piccolo arco di parallelo DitB e data la fna 
^* distanza BC=:p dal polo C» troVar la differenza e dell' an- 
golo hBC ( = 90**) dair angolo anBC* fatto dall'arco DmB r= 
in del cerchio massimo che passa per gli stessi punti D^B. 
iiff, sene^tang^m^otp ovvero e^^mcotp, 

X. lin un piccolissimo triangolo sferico di cui si hanno 
r ipotenusa & e un lato si è trovato g' colle formule dei 
triangoli rettilinei. Cerco Terróre e commesso nel valutarlo. 
Rii, Chiamando al solito r" il raggio della sfera dato in se* 

condì (532), Si ha e^^-^^^,-^. 

XI. Siasi ora nello stesso modo e nello stesso tnangolo 
tremato il valor di H per mezzo de* dae lati g^y* Cerco 

Terrore e da correggersi. Ku. « = — 77 , 

^ XII. Nel triangolo sferico SPT in cui sìeno dati i due 
^0^- angoli ?-h, T^iHo' — i e i due lati PTZZ90*' — / , TS = 
90" — a, suppongo che Tarco PS passi in Pr scorrendo Par- 
co Sr:zz da— ij . Cerco l*. la differenza dh ovvero 1' angolo 
SPr ; 2^ la differenza cioè PS — Pr . ili*. Fatto . . 

O • _ • • p cosi seri h % ,^ - 

z=p, avremo l*. cfAs?—^: r^— , 2 . d^^psenlx 

cosa cosò * 

cos t'^p cos l cos hsen ì • 
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TjRattato analitico 

DELLE SEZIONI CONICHE 



Nozioni preliminari suW uso delf Algebra 
nella descrizioni delle Curve • 

728. 1— # Algebra applicatn alla Geometrìa ricerca a fon- 
>-4o la Teorìa delie Curve, il cui scopo è di esprimer con 
equazioni la legge onde una curira In descritta , e rccipio- 
camenttf di descriver le curve onde si ha V equazione , e di 
rilevarne le proprietà. Per Bue queste» ogni punto della cur« 
va si riferisce a due rette; 1' una chiamata Linea o Assm 
dell' ascisse f l'altra Linea o Am dell* ordiuat.e: si cerca poif 
tra l'ascisse e 1* ordinate un rapporto, la cui espressione a- 
nalitica da l'equazion della curva. Così yy — 2ax — espri- 
mendo il rapport<j d' eguaglianza tra il quadrato di ciascu- 
na ordinata 9 il retcangolp deli' ascisse, appartiene al cii- 
colo (478). • * • 

729. Si chiama Junxlone di una quantità V espressione 
algebrica in cui entra questa quantici . Cosi V equazione ài 
circolo esprime r egualità di una Unzione {y^) di ciascuna 
ordinata, con una funzione (2ax — di ciascuna ascissa 
corrispondente. Chiamansi poi coordinate T ascisse e T or« 
dinate corrispondenti d'una curva; e poiché la lunghezza 
loro varia a ogni punto, si chiaman variabili o indcturmi" 
nate per opposizione alle quantità costanti o dctcrminatt . 
'Infine il punto da cui cominciano a contarsi V a.-icisse , si 
chiama Z' ori^inL' dflV ascisse che può supporsi ove piace , 
ma determinacrt una volta, resta la stessa per tutto il cal- 
colo, ordinario si pone T origine o al vertice o al cen- 
tro della curva: <s poiché l'ascisse posson prender«fj da par- 
ti opposte» si.segnan Tune col segno -4- e le s}tire col — . 
' La scelta della parte positiva è arbitrarla;* ma stabilita una 
volta, dee starsi a quella ( I08). Lo' stesa» è dell' ordina* 
te, che disttnguonsi in pn.it -ve e nrgative secondo che soii 
da ii^a parKt • dall' alua deU' asse» <t normali o oblique 
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sopra cU esso, per Io più so n parallele tra loro; ]par ^aaK» 
che volta piu tono da un punto lìisso . 

730. Come ogni punto ti' una curva si riferisce a due 
rette, C06Ì ( per dirlo di passaggio j ogni punto d'una sw 

' perfide curva D'PG si riferisce a tre, quantunque non ogni 
superficie riferita a tre tette sia carva. Conduco infatti da 
un punto H di D'iPG normale HF «opra un dato piano 

^ DTD% e da F nel piano stesso la normale, FM sull'asse DIV s ^ 
è chiaro che fatta OM =: «>MF=jf ,FH=:2i» converrà de- 
terminare per avere il punto H: e supposte D'V nor- 
male a DD', e D'Z normale in al piano DD'f della Ta- 
vola, dicesi pp'V il piano dtdle x^y, DD'Z il piano delle 

ed YD'Z il piano delle E' poi facile di aver Te- * 

quazion generale delle superficie curve di rivoluzione intor- 
no ad un asse DIX (546): poiché congiunta HM , e pro- 
lungata MP in P onde MP=:w — MH per la natura della ri- 
▼pluzione (54^), il triangolo MFH rettangolo in F dà«*= 
^^*4-sS equazione cercata se vi si sostituisca il valor dell* or- 
dinata u dato datr equaxioii d^a curva genitrice lyPT. 
Cosi se p'PXO sia un rettangola» sark costante MF=:ii=z 
a, e quindi fl*::z:>*-^3», 9tpmont alla superficie del ci- 
lindro retto: se OPTO sia un triangolo cettangolo, si avrk 

^'0{b) : OT (a) :: D'M ( * -* J.MP ^ «=ÌÌ5^^ e 

quindi — y a* , equazione alla superficie del 

cono reno, che, prese le « da D\ diviene 

0 

se DTTO sia un quadrante di circolo del raggio r, verrà 
MP z=luz=Li^ (r*— «* ) , e quindi — x^' zziy- s* , equazio- 
ne alla auperficie sferica» che, prese le * da D', diviene 

ec D* onde tacamente si vede che 1* e- 
qnaxione del primo grado A«-4-Bj^C2^D=o esprime u- 

"na superficie piana , giacché quelle delle più semplici suptr^» 
fide curve son del secondo. Torniamo alle linee cùr\'e. 

731. La curva dell* equaiionc j*r= 2flx — x* è la cir- 
conferenza di un circolo il cui diametro è 2a ; tna quando 
non si sappia, la costruzion di quest' equazione lo farà co- 
noscere . Sia a una quantità cortame che suppongo =5, e 

' condocta una retta indefinita BD ?ul!a quale prendo AD = 
Io = 2a» la divido in dieci parti ecuali AP,PP, ec. Sia A 
rondine dell'ascisse, BD il loro aise, AD la parte delle 
poaiuvt» AB aarà quelU dcUe negaUre se la cucvm cercifii 
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A» abbWi. Dipoi conducasi al punto A la perpendicolare in- jq^. 
definita EF che prendo per asse delle ordinate , e ài cui 
•uppongo positiva la parte A£ . Sia finalmente AP=:«,PM = 
^. E' chiaro per 1* equazione medesima y—±:y/{2(ix — xx), 
che quando xzuoy si ha y — Oj dunque la curva Iia il pun- 
to A comune colla linea dell* ascisse. Se xzz l ,y — ^ se 
A? =: 2 ,^=::±4 > e i valori corrispondenti di x e di ^ sono 
«=0, I, 3, 3, 4, 5, ò» 7, 8, 9, IO 

j»=o,±3,±4,±V'2i,±v'24,±5,±V34»=fcV^i.^4>'-^3» 
1 valori di jr determinan la lunghezza d' altrettante or- 

dinace le cui estremità M son tanti punti della cutva cer- 

, cata; e poiché questi valori son positivi e negativi, condu« 

\ cendo dal punto A due rami eguali, Tuno che passi per i 
* punti M al di sopra dell' asse dell' ascisse , e V altro per i 
punti corvispondenti al di sotto , si avrà la curva richiesta 
«he sarà tanto più esatta quanto più si moltiplicheranno le 
divisioni della linea AD. C«sì può descriversi una curva ri- 
ferendo ciascun punto M a due linee BD,EF date di posi- 
zione : poiché terminato il parallelogrammo APJVIN delle 
^poordinate j V intersezione di NM , PM dark il punto M d^l« 
la curva. Nel nostro caso, crescendo i valori y fino a un cer- 
io termine che è 5 » e decrescendo in seguito colla propo^« 
zione medesima fino a zero » si dee concludere i ^ che ',^i 
' è un' ordinata PM maggiore di tutte V altre o Massima : 
che la curva dell' equazione ^* — flax — xx è rientrante e 
•chiusa. Non si stende di la dal punta A, poiché allora le . 
sue uscisse essendo negative, i valori di jf sarebbero ioimar 
^inai j. Cerchianiono t]UHlche preprieta. ^ 
12'2' mezzo C della linea AD conduco delle rett# 




distanza del centro C (395). Inoltre l'equazione ^^=;2a«.« 
«* dh i^' : 2a— «, ovvero -sf AP|PM:PD} dunquc^o- 
gni perpendicolare PM è media proporzionale tra i due se- 
gmenti AP,PD (4:7). Di più condotta una corda AM , si 
avrà AM" — 'lux , onde a; : AM : : AM : 'la , cioè nella curva 
trovHta tutte le corde condotte dal punto A ad uno dei pun- 
ti M son medie proporzionali tra AD e il segmento corri- 
spondente AP (4:3). Condotta pure MD, si avrb. AM*-»- 
MD* z:i4a^ ir AD* , proprietà del triangolo rettangolo ; dun- 
ijue tutti gli angoli AMD son retti (419) . Iscrivendo il qua« 
érilatero AMDM% si troverk pure che AM X M'D-f AM'x 
MDs AD X MMT (484) \ ec. 



tr' 

« 

* ■ 
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733. Si debba ora descriver la curva dell* equazione^* 3r 
ax. Già 81 vede che «jaetta dee tagliar la linea dell' aacim 
nella loro origine, poiché fatta xzzo^ù ha anche y^dt 
^axzzOf e di più che dee aver «due rami eguali, uno po« 
fitivo e r altro negativo. Questi rami vanno all' infinito» 
allontanandosi dail' asse a mbura che x ha valori più gran* 
di: ma le x debbono esser positive, aìtiimenti le y divefl» 

IQg^ gono immagin.iric ; onde la curva avrk la forma MAM'. 

734. Sia pure j^' — .t* — a*: facendo — o , si ha .v 
jQQ ±ay onde picdo sull'indefinita BD un punto A [er or gme 

dell'ascisse, e due parti AS,A* eguali ad a, la cui va dee 
passar per i punti che si chiamano i suoi vertici. Fec 
conoscer la direzion de' suoi rami , sia AD il lato dell' ascis* 
se positive, e si avrà jr = ±v'(«*— a*) il che da due ra- 
pii, Tuno SM, l'altro SMf , che anderanno .ambedue all'in- 
finito Bifcbè ^>>a*, *ess*ehdo mifiore y y sarebbe immagina- 
ria; onde se l'ascisse sleh positive la Qirva non oltre pas* 
sera S. Prèndendole negative, V equazione resta la stessa, 
onde la curva alla distanza, già trovata As — azz: — x ha due 
nuovi rami opposti rwa eguali ai due primi. L* asse dell' a- 
scis^ic c BD , ijuelio dell' ordinate è EF , e dando dei vale- 
"Vi ad of, si deternuneranno V y o le P\l, e i parallelogram- 
.mi delle 'caordinatè.èaTtahno i punti M » m ec. per cui pas* 
sa la curva 

- - ix*-*»^ 
Ito.' 735* Cerchiamo la curva dell'equazione , 

Vb X 
•■ ■ ' se « è positiva , ed y zz^f: 

se è negat;iv9:; onde x positiva non può ec^e- 

4ere a ^ e negativa* non *p<iÒ ecceder b % senza ciò y saréb* 
' 1>e immagirtaria . Prendo BD per linea deU* ascisse » AD = 
'a peir la- direzione delle positive , AB = b per quella delle 

• "negative; il punto A per la loro origine» EF per l'asse dell* 

• ordinate, e ho 1°. 3'~o quando *sso, onde la curva piis» 

■ sa per il punto A; 2°. ad ogni valor di x ne trovo due per 

■ yy onde vi sono ordinate positive e negative: 3**. i due vii- 
lori PMyPM'' di y crcscen sempre finché presa a, di- 

/Ò ■ I X 
— = 00(197); 

■ cioè bisogna prolungare all' infinito HG perchè incontri t 
•due^rami delia curva ( si chiamano asint4ìti le linee , che 

' tempre piiì accostandosi ai rami della curva , non posson 
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però mai incontrarli ); 4°. se x è ne|Tativa , y ha due va- . 

lori finche x<,ò c la curva ha due rami anche in senso 

negativo; 5°. xzzò da^z::ov onde la curva passa per B, 

ma non può scender più basso; se ^ = o> si ha x^x ^ 

"^** wC\ 

( 1=0, onde = o, che dk x^o^ «r=o. 

\a Hr x/ 

x^h, € però la curva passera, una volta per il punto Bf 

e due voice per A ove formerà un nodo ( quando due, tre 
o più rami della curva passano per lo stesso junto, questo 
si chiama j>unto doppio f triplo, multiplo y e l'Algebra inse- 
gna a diacerncr questi punti e a conoticerne la moltiplici- 
tà 1°. se ^=:o, il nodo svanisce, e T equazione divie- 

ne = che appartiene a una curva detta Gssoide. 

a — X 

736. Oltre i punti multipli vi sono ancora dei punti 
d' itìjìessione : in quei di {lesso contrario la curva dopo es- 
•ere stata convessa in un senso, comincia ad esserlo nel sen- 
io opposto y come MAM: ma in quelli di regresso un ramo 
della curva tocca l'altro e torna indietro, come mhm'i in 
ambedue la tangente è anche secante nel panto A d'in- 
flessione y e la curva è parte di qua e parte di Ik dalla 
tangente. 

737. Se l* equaiione delle coordinate è del primo gra- 
do, ella appartiene sempre a una linea retta, e però le ret- 
te si chiaman linee del primo pvncre o del primo ordine : 
se c del secondo grado, del terzo ec. , le linee si chiaman 
del seco7ido y del tetzo genere ec. ; e le linee del secondo 
si chiamano anche curve del primo genere ^ quelle del ter- 
zo curve del secondo ec. La sola retta è del primo gene« 
re ; ve ne fon quattro del secondo ; settantadu^ del terzo ^ 
quelle del quarto sono in pii)i gran numero ec. 

738. In quefta division di linee in varj ordini , si conv* 
prendono le sole wvt geometriche f cioè quelle che han- ^ 
no delle rette ' per ascisse e per ordinate, la cui xagioiia 

può determinarsi geometricamente. Una curva che avesse 
per coordinate delle quantità trascendenti (io), non sareb- 
be geometrica, ma meccanica o trascendente » Le geome- 
triche si chiamano anche curve algebriche . 

73Q, Ora il principale oggetto dell' Analisi nclT esame 
d'una curva è 1^. di trovarne T equazione quando la cui- 
va è data» o di descriverla quando se ne ha V equazione-: 
2^. di determinarne la tangente : 3^; di conoscerne la cui*- 
vatura in un punto dato: 4^ di cercarne le^massimé o mi- 
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nime ordinate; 5^ di trovarne la quadratura e* esatta fe è 

possibile o approssimarn ; ó**. di trovarne la rettificazione 
cioè determinar la lunghezza d' una retta eguale ad un suo 
arco qualunque ec. 



Origine ed Equazione delle Sezioni Coniche. 

•119 T^g^^^^^^ cono BCD con un piano AMP, si 

1^' cerca l'equazion della curra MAm che nasce da questa Se* 
zione. Un plano BCD perpendicolare alla base CD e al piag- 
no segante AMP ^ dà per V intersezione di questi due piani 
una retta Aa; ed un piano FMG parallelo aUa base» dL ma 
Cttcolo la cui intersezione col piano AMP è una retta PM 
normale alle rette Aa,FG (536); onde PM è un* ordinata, 
comune rÌ circolo e alla sezione M\m. Sia dunque AP zn 
A-, PM —y,AB - r angolo ABa = B, T angolo B\a =1 
A: la proprietà del circolo dìi ^*z=;IPxPG, e per trovare 
FP e PG, conduco AE parallela a CD e PK parallela a ED, 
r una e V altra nel piano BCD : dunque AB : sen AEB : : AE : 

c seti 6 

#enfi (63Ò)y ed A£=: r:^. Inoltre il triangolo APK dk 

SGTl U ' 

senKlL? ( =*ciiAEB): 5e/2APK (=*enAaE = ^e/2( A ^ B) 
(435)):!«:AK==~~i4i5i| dunque FG::= KB ::=AE- 

AK= — =^ — — Parimente nel triangploAPP 

X seti A 

- fi ha sen AFP (=senBFG(6iSj):«:»se»A;FP^ ;^}onf 

de y*^ — ^ — ~ ( c«scitB— «*'sen (Ah-B)), equazione 
cercata . 

741. Dunque I*. ad ogni ascissa x corrispondono due 
ordinate y eguali ed opposte ; onde 1' asse divide in mezzo 
la sezione: a*, se czzo, cioè se il piano segante passa per 
il vertice B del cono , 1' cquaziene diventa = . 

je/iA5c/j( A-+.B)** h^x^ - b* " ^ 

2 , ^ ^ 1-> ratto — . il coefficiente 4i «*•• 

hx 

perciò , equazione alla linea retta (490), che dk 

m 

per 
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per sezione un triangola^ conile già si sapeva (54^): 3*. se 

A -f- B < i8q* ed inàeme A := C o A :^ 1> viene (613) ^' 

y = — — — «* o — «*, equaziom alla cut* 

va citcol^rc (4t?^) che danno un circolo per sezione, come 
puv si .«apeva (54'';). Ma cine il niangoK) ed il circolo, 
posion farsi nel Cono tre altre Sezioni, dette propriamciite 
Coniche e che dal Cono uaspoiccremo in un piano. 

'Z4'2. Nella trovata equazion generale «ia primicramen* 
te A'+B^iSo*; allora il piano AMP convergendo col la* 
to BD (413)» lo incontra» e la Sezione rientrante o chiusa 
li cbiama Ellisse i #atto jrzro, si ha cxsenB — x*sen{A^ 

B izzo. cioè «=0 ed «=. — tt — punu o veru- 
' • ^e/i(AH-B) • ^ 

ci ove la curvi raglia la linea dell'ascisse (t,']t )! la lor no- 
ta distanza Auz:z'2ci .si chiama asse primo, ma^iorc o tra- | 

sverso / e poiché c = i-- 4 , 1 equazione diveqta 

9enB 

y — _ — 7, ^ ' [2ax^x* ) . Se qui si faccia ' 
senCsenU • / * 

, #e/i A«e/i(A-t-B)<a* , 
Tiene y zz -> ■■ ■ , ordinata nota che passa per 

il mezzo C dell* asse trasverso o per i! centro dell* ellisse ; 
la chiamo 6 ed il suo doppio Bbzz 2b è 1* asse secondo , 

. ; . . ,^ 4e/2 A se/2 ( A -H B ) 6* 
. AKiiore Q com«£'<afoj e poiché 7, r^— = * ^ 

quazióne diventa (3^* ■^**). Or preso j> = ^ =r 

terza proporzionale dopo il primo asse ed il secondo » 



Ha 

f detta comunemente parametro dell* asac trasverso si 
fUL y*^^ ( 3a« ejnasto/ie a£ parametro delV asfe 

trasverso . 

743. Secondariamente nelT equazion generale sia A 
BmSo'i allora ii piano AH}) è parah^lu al ìvro BD (413;» 
e la Sezione infinita sì chiama Parabola', e poiché san[A-i' 

8)==0y l'equazione diventa w-- , ove fa?*, 

sen Ci «e/2 p 

* Kk 
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to — n, paramttrQ delift carva, si ha v* = »«f 

senLsenìJ . . • 

D* onde c chiaro che la paraMji è un* ellifse con 1' asse 
trasvei^o infinito^ poiché preso 2azzodl T equazione al pa*»' 

rametro dell' ellisse (193) diventa ^*=:/jx. 

744. Finalmente ncll* conazion generale sìa A -t- B >• 
!So° ; allora il piano AMP divergendo dal lato BD (413); 
*^ ^5 incontra solo nel suo prolungamcnro oltre il vertice B, 
e la sezione infinita , inferiore o superiore, si chiama /prr» 
holat ambedue Iperbole opposta, essendo poi stn ( Ah-B) 
negativo (612;, la lor comune equazione è . • . . 

_*iZ!A-- (cxsenB^x*sen(A -i-B ) ) . Se topta questa n 

nen C seti u 

operi come sxùV equazione air ellisse (742) , si troverà =3 

a* 2a ' * . 

-345. Dunque l'equazione y* zz {%ax :;:«*) è gene- 

rale per tutte le Curve Coniche: col scf>;ao — da 1' ellisse 
c.l anche il circolo, se '2a~p\ col da 1' iperbola ed tn- 
* che r cquiiaceia, se parimente '2a jzp; e se 2a:;::coy dà la- 

|;u:thola. 

ZJ^6, Volendo pertanto nella Sezione una doppia ordii^ 

nata eguale al parametro» verrk 2^=:^/»:=2 y/^^ (2a«7:«^)^ 

• • . • . 

cioò per la parabola, fritta 2a co , sì ha xz^^, c per !*• 



2i* 



clìis^e ed iperbola , posto il valor di w — , si ha a» =:± 

a • i 

a±y/{a*:^b*)4 Presa. dunque dal vertice A dell'asse pa^ 

rabolico T ascissa xzzAFzz^: applicata dair estremità B del 

-_Q .confn«ato p.l trasverso dell'ellisse la BF = B/*— ACcr a, on- 
de CFirC/~V(a"-— i*) ed x z= AF ~ AC — CF = a. — 
^/(a^~^y) ovvero nr - A/- AC-4- Cf'zz a -r V( — ^' )i 

121» f^'S^i^'^'^ infine dal centro C dell' iperbola suH' asse trasver- 
so prclungato la CF — C/'zz BA zz: y^/f a* h- Z*- ) , onde x — 
AVzzi^C — Ch-y/(a'^ò^) — a ovvero— a'~A/nAC 
Cf=: { a* -hb* ): sarà nelle tr#. sezioni V ordinaca Dd = 
V\t=zp. i punti F^dicon.si Fuòchi: uno ne ha la para* 
boia f ma due 1* ellisse e V iperbola , dei quali il semi - intetvall« 
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CF fi chiamà eccemrìcitàì la faremo C| e li ttrk CF=: 

743. t' qui da notarsi i*. che moltiplicando tra loro 
i due trovati valori di .v nell* ellisse e neli' ipcrbola , si tro- 
va (a~y(a^--^=)(a^V'(«* — ^'J = (V'(«^*-+-^*)-+-'0 
(>v/(c2*-i-6^*) — a)^ò^j cioè il semiasse minore e medio 
propoi »ionale tra le distanze dell* un de due fuochi ai due ji?. 

vertici: 2®. che presa dai fuochi F ,/ la f 1 =2 /* — 

. 5» ■ 

— , viene ^ AI (a — cq?— ) : ÀF(±a:f: c): Ad (sa), ed 

mnche ^ Ai (a-f — ): A/(a-l-c): Aa (2a). Basti'que- 

Ito piccol saggio d' analogìa ira le tre curve: per magf^ìor 
tìbiacezzadareoiQ ficpardtamente il seguito delie Ì91: piopuetà. 

... • Parabola^ 
243. equa^KÌone alia parabola è y::^p»: onde i 

drati dtlV ordinate san fra loro come le lom rt>.t;/><.7'. 
questa equazione si detcrmiria j) ; pcicliè presa un' a^CiS^a" 
az^x ed un'ordinata b—y, la terza -proporzionale riopo 
m^h sarà il parametro (490), 

749. Condotta dalla cuiva al fuoco F la retta o raggio 

vettore MF, flark FM=a= Vt^* -^PTJ = V'CP»-»- 

4 

.^(«•^ip)*]=*H-~p= AQ -h AG : ptolungata dunque LA , 

4 4 

fe fi prenda AG=AF = -^p» e per G si cqnduca l'indefi-. 

4 , 
Aita o direttrice EQe parallela all'ordinata MQ, saiù la nor-' 

male MHs= QG=:FM; dunque Za* di'jtansa d* un punto. qua" 

lun^ue M della par/tbola dalla direttrice y c eguale al rag^. 

gio, vettore MF . * 

750. Cerco ora MT tangente al punto date M .Immagino 
l'afco M/n infinitesimo il cui prolungamento M.vìT è la tan- ^'X* 
jcnte stessa, e condotte sulla direttrice le norma-li ìM^ , w^r , 

le rette All'-r-jF al fuoco F, ed mi/ parallela a Qij, descri- 
vo col centro Fe raggio F/;2 l'arco inlinitesimo 772/- che può 
prenderti per un seno; sark MQ — MF , r72fj[ in wF , ed — 
7n<^ ( :^ M^» } MF — mF(nMr). Dunque i triangoli^cttan- 
goli M^^^MfTir «guali e fiiroili (441) .h«na« X* angcU mMr 
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* o TMFs=|M«==^^TF-, dunque il triangolo MTF e isoezc- 
' le, e per© presn FT.^I M , la linea M condotta per T,M 
«ara tangente in M. O' onde segue che se MO tia paiailc» 
k all'asce AN, si tyta i'angolg MTF - LMO:^FMT. : 

751. Poiché tóFT=FJ«=:»H--p(749). » hAP^r 

ip=:*= AT; dunqiie la sttuangente PT zz2x ò dopjAa 

iiclV ascissa . I,a tangente MT— s/ ( px -4- ^xx) = 2>v^.vi ',^6 
condotta MN normale alla parabola o alla sua tangente in 

PM' TJX I 

M, si avrli la sunnormàle PN = -=^ = - =— />, • 1» 

màle MN=n=:V(pje-*-~iJ*) = Vi^i. Se dal punto N ove 

la normale incontra V asse , si conducano al raggi vettori 
FM,OM le petpendieolari NB,NB% i txiangoUNBM,NB'M 

«gualk ( 250 ) daranno BM = MB'=:PN = i-jp : e m dal pu»- 

to F Ai condàca sulU tangente la perpendicolate FC= 

q, «aik MT:TC::MN:CF, e poiché TG = i. MX (430> 

aaiài CF=o=r-^nrr— v^r)2i, e perpiò so» = pa» ed 
2 a 

E se sia l'angolo TFM=:i3=:iSo*'(*3MTPr:d^>>arV 

TP* (4ar*): MP* (p*):: 1 : tang^ MT? ( == ta^-^ MFP =: 

tfl/2^*i ( l8o*— /3)=:cot' ^ (6i2)), onde » = i p ta/ig'' 9 
3 .4 

(dio. 6'.), ed *H-~p(=FM=«)=:— p(i H-ea/ig*^) ^ 

4 - 4 

-±^:=:^à ~. Pexciò se collo stesso asse e fuoco si de- 

coa^p cos ^^fi 

flcrira uA*«ltra parabola A'M' déL parametro p', latà FMs 

FM-e:p:p ::FA:FA;::*:x'. 

752. La parallela MO all' asse si ehiama diametro; 11 
6- punto M ne è 1' oripinc^ le «?nc ordinate son le rette NP 

parallele alla tan(7,cnte in jM, c le ascisse di queste ordina- 
li fon la tette MP« f Ci uovax Tc^u^zione alle co<^rdiaa9« 
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là^^iametm MO, dmuntte MP <*)y.PK'^(;>) , AQrzAT= t./ 

avremo MQzz ^ ap e fatto iiH-4a =p'jarà MT = PR = 
W •'"SO- Condotta ora NL noimaLe all'aasc, i triango- 
. ,U «imili NRL , MT.Q daranno V <»p ' :^H-V ap'^WapiNLzz 

^yV^i-^^^'i^'^^^y^^.^za. Ora ÀRssRT — 



.'là della pifabpla^ NL*=^xAL ^loè {^ap-^ ^v'~/i*=«i>-+ 

P 

et * • • ' ' ' 

px^2py^jyi e fidnceado , zip'* , equazione simile alla 

trovata per V asse ; perciò qualunque diametro MO divid» 
in mezzo V ordinate Nr7 , e il suo parametro p^=zp H- 4^ è 
'quadruplo della distanza dell'origine M dal fuoco F. Con 
<^uesti principi si risolvono i problemi seguenti . 

753* Òato V asse AL e il paràmetro p , .trovare un 
diametro MO che ficcia eolle me ordinate un angolo dato 
MP/i=a. ti problema 81 rìdnce a trovare il punto Q ove 
t'ordinata normale MQ inconUra V uaf. Sia AQ=»;' il' tri- 

angelo MTQ dk ««^«=^^ (^46), « = £.coé*«(6io^«.) 

sen a • 

II. Dato il parametro ;/ e V origine M del diamctre 
MO con r angolo a delle coordinate, trovar V asse AL, il 
vertice della curva A, ed il suo parametro /?. Serbando le 
denominazioni del problema precedente , abbiamo MQ :=z 

-f- = p 4», onde p\serit^a,^ '?= 

sen. a * 



, £llisse, 

• • • 

^^4- L'equazione all' ellisse essendo ààtòj-xjc), 

ti ayra ^/'iSa* — a:* :: P :a% cioè PM*: APxPa::CB*:CAS 
e il quadrato delV ordinata e al prodotto dell* ascisse, come 
il (jKSidrato delV asse minore al quadrato del mcrcflore . De- 

fcritce dun^ae col centro C e raggio 6A im creolo , iaià 



,^ ^ Digitized by Google 



WG )'( )( 

. |i8;fNt=ArxF«»Wìl^M::G:£::GB :CBr ondi 1' •rdinate dell» 

* ellisse son proporzionali all'ordinate del circolo: perciò per 

• descrivere un' tUuse basta far passare una curva per una 
^erie di punti piedi piì[* ordinate d' un circolo divise in 
parti simili. 

Se ncir equazione «i ponga a — x ^C? in luogo 
* A* 

di «rsiAF» eUadiyenk^^ s-j (a»^«»), ave rtaeÌ88t.iDn 



prese non più dal vertice A, ma dal centro C: questa,, co» 
me più semplice , è più in tuo'; e da questa ( se sopra 



a* 



A cali V ordinw MQ=PC:=;;*) si ha **:?:~(ò*rr>*), ^ 
quazioae al second' asse, ì! cui parametro , tarto proporzio« 

- ùle dopo ib e 2a, nsk ff=L ^ — z^^p^', j^' chiaro eh» 

se flir 6, r equazione all' ellisse diventa quella. del circolo; 
onde il circolo è un' ellisse Ci^zalatcra o di assi egu:ili . 

7^6. prese dunque V ascisse dal centro , si avrà il rag- 
gio vettore FM V (PM" -i-Pf * ) = v'C/ -i- (c — xY ):^ 

V ( fl* — •+ ^ V- ) ( I4<^ ) = a r- e r altro raggio vet- 

fore/M = aH-^. Onde i*» /M-4.FM=3a, cioè 'a som- 
ma dei dna raggi vettori eguaglia V asse trasverso : 2°. se 

aia V angolo l^fM.zzfi, sarà /P(=:c /M.co«/3(645J , 
* c perciò « ss /M, cos ^ -t- c, ed /M ( = a-*-«— >) =z 

a*— c* i*»P c*— c* 

■ ' — come pure FM ■ . :^ 

"-i^casiB .a-^ocosjS • . » m^ccùtff 

.^^.Jl^-^ 'inatto FFM=:id': 3*. volendo i raggi vettori 

con r ascisse prese dal vertice , si cangierk x in a « 9 e 

verrk FM=:tf — cH- — ,yM=: a-|*c— ~: 4". e volendo in- 

a a 

trodurre il raggio vettore neii^ equazione all' ellisse » si farà 

FM ( = a = 2 ovvero fM (::^a-4-— )=::ia — oadt 

a ' ^ N a ' ^ ; 



€ 



i ed jf* s= ((2a-^»)«-^è*). 
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. tStr DcbbasL ora condurre dal dato punto M U tflW.Vn 
gente MT. Prolungato /M in L immagino l'arco infinite-. ^* 
■ioio Mot , c dai fuochi F , /' conduco i lat^gi vettori fui , * 
Fw: descritti ^o^ centri /jF^e; ed raggi ini , FiVI i piccoli i 
archi Bir , IV% , a^rò fm^ wF = FM r+ MV', • vvcro fM — 

S^^'^r'^^^^^r-;'^' Ì<»W» {44a ) i triangoli rect^n-, 
^él! mM^^mMr'son» egaàfi e simili, e perciò T angòltr 

jvaM:i:FMT, perchè FMT ::;:^/7,M r^MF;» ( — -L^o j ;doa- 

fue FMt = mMr = LMT , cioè ,1» retta liCT cke diY^derk » 
In mezzo l'angolo LMF, sarà la tangente cercata." D* on- 
da segue che l'angolo LMT = QM/:=: FMT . 

758. Se da M si alzi sulla tangente la normale ' MN^ 
farìi l' angelo /MN =tNMF , ed /M ; MF : :/W : NF , ovvero 

(2a);FM(«-.^}::/N-+ FN (2c):FN =;c — 
^ff - c , H- ^ ed /N = 2c ^ FN ^ ^ = i 

dunque poiché /P=:«^c ed.FPac«— si ank 

la sunnwmgle PN =^FNh-FP= : »^ la •«ofJB4Ja . 

•» a 2<2 



p^ : 4r la - . . H 

i V ( a*—** c* ) . Inóltre TC=i TP -f PCri , al- 
tro modo di determinar]» il ponto T della ta]i|;cnte in Mi, 

T/=;.--+«=:^-r^-^-^-< W6)J.,TN = TP 

rN=:— — ; TF = — ^crz— ;TA= -^«i a liei verac». 

i 0 X X X ..... - 

A I. tangente AV = zzJ'l-zzi b J^—^. 

75^. Che se dai fuochi /,F e dil punto. N ove' la , nor- 
male incontra 1* asse, si conducano iolUi tangente a sui rag-* 
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g'i vettori le perpendicolari /Q ed FR,NB •d NB', come 
^* pure per il centro C la DCD' paralkla alla tangente, «a*.t 

" • ™ cS) = i "> = = .© =2 = S ^ • ' . 

t/(2?;^)^Q^^lB^'J=2? d- onde, si h.. 

Fft X FQ == , e la nuova csptessian d«Ua normale « = * 

a . ■ « •/ «. a . . .V» 

ttteioi' «limolo /MN=NME: a"- TF ( ^ ^c>:;^ ( « 

-)"C/(c):/D=-, « però DM=Mf■f•/P-=i«=D:M^- 

attesi i triangoli simili TFM.CFD'. 
A *' 1^0. Se dal-punto M' si conducano all' asse conjugnta 
la tangente Mt e la fioimalc MO prolungata in « , i trian--' 
goU «imili MPOjMQn >JVIQe e la «unuormale PO ( 

_).iMraÉino i»es,iU«^iid*tsse» lostìtaesdo U^alor di 

, * ^ PM.MQ a*y - 

jutta/z^«/it«Qt=^^*= ^-^V'«ndc Cr=s Cft Q« =5 ^ e. 



,26lt Una xetta .(^CN che passando per il centro C tcr- 
ihihi ai 'due punti opposti della ciim , diccsi diametro y C 
aondotta DCd parallela alla tangente in N, i diametri DCd ^ 
nCN chiamansi conjiCpratl-, le rette MP parallele alla tangen- 
te s«n r ordinate del diametro CN, le parti CP ne son 
r ascisse, e il parametro di un diametro qualunque c un^ 
terza- proporzionale a questo e al suo coniugato. 

762. Condotte dall' c jtrcinifa D , N T ordinate DI , NQ 
all'asse maggiore Ao, sia QN=:^, CQ=;'»,1D =:a, — 



2 = 
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yli^^-rr.u*^) (7f 5 }» e i tnangolr^mai. DIC ,.NQTr 
danno NilJ^ : QT*. : : DH.: IC» , orv^ro ( a». - *• ) 
— — '5 " l«^-T»- ond««= ~; coiì M trovereb- 

fee J'=^> onde -j-^.^ ? cioè, i triangoli DIC^. 

CNQ sono eguali in «uperiicie. Dunque = . • . 

y- (Z55) ed u' = a\:.» = = 

a' — x^ e **-f»*?=a*i 3*- -*-y-+ «• ( =DC* ^ 

CN' ) =: «•-H-ò*, cioè ncir ellisse la somma dei quadrati 
di due diametri cònjugati è sempre eguale alia iaomma dei 
quadrati de* due assi-, 4°. condotta NU » la superficie del 

triangoka NCP == ^ si = — — zr , . * 

- » 3 2 3 2 

— dunque il paralielogrammo CD£N=:ai», e 
2a. 2Ò, "2 • • ... • * 

r intero paralleiogrammo FEHG — 4^/) — 2a X 'iZ» , e però fMt- 
ti i pwrallelograjnnjii. QLrcos<;ritti alV cUisse ^ono tgùali tra lo» 
STO e <U rettangolo dei due asiii. 

763. Sia . ora il semidiametro CMs myCD=>iy Tango- 
Io CPM*=IKn=jj, e sarà i\m^H./i»— a%-|.Z»»; 2^a*=: 

mn sen p che è T espressione d.ellà..sQp^rfìcic del parallelogram* 
mo CDNE (644). Ora queste due equazioni danno subito i 
diametri conjttgati ed eguali dell'ellisse^ poiché allora 2/a*:= 

— - — j e 4e« p =: » onde 

poiché queste quantità son sempre reali , ogni ellisse ha 
due diametri, cònjugati eguali. La lor posizione dipende dal 

v^, dv », mi. ** '+y=^à*'^i~^ ** (;^65) == == . • 
^-TÌ:*.;^ dunque «=r ~, yatose indipendente ds, bt onde 

l'ordinata NQ prolungata, determinerà i diametri con;nc;n- 
ti eguali in turte le ellissi che avranno connine 1* p-nc A^^. 

764. Cerchiamo ora reqiu'zionc alle coomlinate CP jPM, 
t sia CP=:*,FM=^,G<2 -f,QN zz r,NT-2> e TQ == 

LI 
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l2o.f_Tl£;^(^^g)--,. Condotte PK,MO perpendicolari aU' ai- 
se, c PL perpendicolare ad MO, i triangoli slmili NQT, 
ML? danfto MLzzH, PL=:^,'e gli alui due CPK.CNQ 

danno PK = -, CK =^i, onde C0= — ^ ed MO == 

m m m 9 

21-1- — : ma per la proprietà tl«ir elligac, ~. MO-:^a- — 
^ in « . I 

CO^ ; dunque aostituendo , ordinando e riflettendo che 
. — y- = a*— f*(262.a*J=re*, al avràf---T^r~)>* 

( Vi — ìH — r) = Osservo ora che quando o, si 
o m m 

ha ^;=n; dunque 77-2-4- . = cioè non può in tal ca^e 

\ 0 Q Q n 

a* 

- avverarsi l'equazione 'se il coefficiente di non sia —^risX' 

71' 

concraHo quando yzz.Of si ha ^=in> onde par la ragione 



«tessa il coefficiente di x' è — dunque avremo >* -4-. 

— **= a*, ovvero v* = — r- ( in*-7jr*), equazione simile 
m m 

a quella degli assi. Dal che >cguc i che ogni diamerr* 
ì\Cn divide irti mezzo 1' ordinate WVm , e perciò 1' cilid^se 
.i:v:::ra: 2*. che ogni diametro N/z è diviso in mezzo nel 
c?r.tro C perchè ne' punti N»/i si ha »* :=:m* , onde x 

765. I. Dati i due semiassi a , b trovar due diametri 
coniugati che facciano fea loro un angolo dato p =: DCit . 

Abbiamo in* -l- /i* = a* -i- , ed mnzi ( ^63 ) dunque 

sc/i p 

)y d* onde sommando e sottraendo si ha m ed n. Per 

A ( ri p 

determinar !•> direzione di un de' dir.mctii o T angolo ACN 
ciie chiamo c, il triangolo CNX dà (4i4.63Ój — « j: 
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«•iV«««j,tCT=;^(:S8)=— 2£_, oade CQ =^ . . .^^"^ 

^ ' seri ( p — c ) ^ 

— j ii ha don^iie nel trisogolo tetcangolo CNQ 

( preio CN pet mggio )-(d45) mtfMc=— — ^~-^,ch« 

771 san p 

4k m* senpcosc a^,sen{p — t?) =r ((5l4) a* seh'pcùsc, — 



A scnccospy ovvero ^ — Je/zpco^c =::5tf/i«cosp; e per- 



óiò ( òlo . 3'. ) ta/i^c ^ — tang p . . 

a » 

7661 II. Dati i semidiametil conjugati m,n c Tanf^olo p 
che fanno tra loro, trovare i due assi e la ior direz,ione . 
Dall' equazioni mn scnp zn ab ed H- ~ 772* -f- /z" con ilti 
calcolo simile al precedente si determina neh, I.' angolo 
tlié dà la direzioni degli a^si si trova come prima.' 

Iperbola * 



Neil' equazione aU* ìfcrb^la ( 744) y^^^ { 2ax^ 

« a 

m*) ie » sii negativa, si ha yzz±-^^{*'^ 209)» ìm- 

maginaria finché a'-< 2(2; onde tra xrzo ed m 2a non vi 

è curva: ma se x'>'-2uy T ordinare saranno reali, e V ipcr- 1^1* 

boia negativa eguale alla positiva. Infacci . posta a?' =. ^ 

iark * = 2a -f ed y^zz ^ (2a»'H- ) c^uaiione per MW 
iimile a quella di MAm» 

268. Da (2a*H-;»^) fii ha pM^ APxPa :;CB*: 

CA*, e iZ quadrato delV ordinata e al rettangolo dell* a^cU» 
4e ( piese fino ai due vertici A>a ) come il ij'tadreto' d^l 
s§cond^ ass9 al quadrato del primo. Se si p<in».i * — a iti 

laogo di a^AFy V equation» diventa y*=z . ( — a*)f , 
•vefrsCP» e i*asci|S9 te» psese d4 ceotro; di 5%) 



< 
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icnti LA la meta drl seco.ido ; condotte DE ,TG MPKn^^^^^ 
pendicolar. a CA, ed ML e tK pàralleJe all^ .t^s.a r 
trian^Toli VITI VT^ir f f\v aiia stessa CA , i 

»Aiaiij,uji A-i , MtK , LDL aaianno e<TUali e simili*, f^i» 

ji«,»-^,;.I^W(H-f, j::5;a e Pisciò az -i- ai^ = bu ^ br, 
Niolue TL (*;.tM (r) MP (a) jPS-Jif ' 

y.- onde r = ; , ^tutnAo quceo valore. 

nell'_equaz:«,e H- - j„ ^è,, j.^ _ 

U..nlo ftorchè neU' infinito; .knque ' V4 i .^L^.f^P!' 
DeT:^''^. ^ . a^rcpi 

781. Dunque l» i «iangoli CED.CMP son, .guali ia 
«Uf erficie : a», condocta DM, sark DMC o 1 COTM = al 

cioè ( poiché a:*;;r:«, onde „.-oJ ni 
r^); ed eweadci trovato i« = ed = «^ì, , ^ 

^ e^aawon dell» iperbola dk = (^^ _ 
) e però y u* ^ «V^: a» dunque i CDTM =: 

- 7 ' il parallelogramfno TT formato dai dia^ 

metri canjugati ieguaU <d rettangolo degli assi; 3°. DE* = 
' ^ l^*- { per r equazione all' iper- 

J>ola ); dunque DE* — PM*=i*: 4». CE*=r» = 2i!*-- 

7* dunque CP- — CE- = a*; 5». a* — 5* — 
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ferenza déqtimdratl dei due hssi : onde. iperboli^ 
lacera, qiialvnqae diafijkietro eguaglia, i). ino conjiigato. 

782. I. Dati gli assi a , b^d* fin' ipecbola » trovar dui» 
diametri conjugaci che fa^cctan tra loro U dato angolo p zz 
DCM. Abbiamo mnsenpz^ab.cà m*— zza*— ■ che 
danno m ed n; e per trovar la direzione di un de' diame- 
tri o r angolo MCP che chiamo c, il triangolo CMP da 
( 644 1 = m aen c ; danque^ emendo. ( 2 So ) àia :.: MP : C£ , 

•ark CEz=:—^^i ma nel ^angolo DCE (Ó45) si ha C£zz 

ncos (p-fc )j dan^ue ^enc z= co*p co5C r 5e«p sene (6 15)1^ 

5e/ic bn c/ùsp . , ^ 

e perdio titano ; — ^ — : e polene a =: . . . 

cose " 'Qm.'^bnsen^ 

II. Dati il semidiametri conjugatl m,n d'un' iperbole e V 
àngolo p che fanno tra loro, trovare i due assi e la lor dile- 
zione. Ciò potrebbe aversi con le due equazioai e col razio- 
iìmo dei passato problema: è però |)iù semplice 1* usare gU. 
asintoti • Per T cscremitk M del primo diametro CM condotta. 
^M» cde £Kà con MQ V angolo TMQ=p » e presa TMr: 
Mr=n» si condurranno CT , Q :'qnindt diviso l'angolo TGe. 
in mezzo con CA, si avrk la direzione del primo asse. 

La reccificazione» la ^nadratnra ed altre proprietà di queste 
c delle seguenti Cufvc» jn' croVaraiuio nel Calcolo Integrale .1 



Ji L TRE C V R V p ., 

C3^tr|i;e. le. Sezioni Coniche , Curve di tanto. uso in Geo* 
metrìa , ve ne anno più altre di cui è bene il ^fac men* 
2Ìone. 

7^53. P. La Concoide di Nicomedb. Se per un punto B 
presi fuori di una retta GH, si conducano delle rette BQM, 
BAD ec ^ali che le parti QM,AI3 ec. sieno eguali, la cur- 
va MD \f' che piis3a pei; i pianti ?vl , D- ec. si chiama Coni 
coid'j . ìi vunto P è- il poZo, la retta GH la direttrice y e pre- 
te sotto GH le parti e|aali Qm^Xd ec.9la curva mdm' è 1^ 

concoide 



/ 
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concoide inferiore o la par ce inferiore d una stessa concoi- 
de. Onde 1°. GH ne è l'asintoto; 2°. De/ noimalc a Gli j 
ne misura la massima larghezza; 3°. se BA^f/A, la cur- 
va è qual si vede alla fig. 131.; se BA <:dA, Ua un no^/o ^ 
Bndn , e allora si chiama concoide annodata-, se BA~(iA, ^o3* 
il jioclo svanisce e rcst.i un punto di regresso in B. 

Per ^aper se la concoide è curva algebrica , si con- 
doca PM perpendicolare ad AP e sia AD=yM = a , AB . . 
fc,AP=:*,PM=::^; «i avrà PQ : PM :: AQ : AB, ovvero'^** 
,^{a*'—y):y::x'^ia^'^y^):b onde xy=:(b~^y) ^(a* — 
equazione alla concoide superiore: lo stesso calcolo dà 
xyzz(b — — >*) per V inferiore, e T equazione è 
la stessa per 1' annodata; e se si facesse «z= AR ed.^=iRM, 
si verrebbe a cangiare x in ^ ed ^ in .v, e 1* equazione sa- 
rebbe xy-zzi b ■+ X ) y/ ( a'^ — dunque la curva c algebri- 
ca del terz' ordine . Essa può descriversi con la continua 
intersezione d* una riga BCM mobile intorno a B, e d'un . 
circolo descritto col raggio CM rz a, che si farà muovere 
in modo cbe il centro C sta sempre .in HG ; basta allora 
cl^e la riga passi costantemente per il centro del circolo. 

785. Possono anzi formarsi infinite concoidi difFetenti 
lostitttendo al circolo una curva qualunque CM e al centro 
di esio un punto fisso Q deirassp di lei. Troviamone Te- 
qùazione. Condotte MP,AB perpendicolari alla direttrice, 
e fatta AP = *,PM CP = 2,CQ = a, AB = />, sarà 
PQ(»— a):PM(>)::AQ(«H-a— j8): AB(6J; onde z = 

'a^-r-—9 valore che soBtttaito nel!' eqaatione della carira 

D-\-y 

GM, dk quella della concoide MD. Per esempio, scia càr- 
• va CM è un circolo il cui centro sia Q, si ha ^" — 2az — 
a* , che àÌL xy — {b y) ^/ { a"^ — y^ ) come sopra : e se la 
curva CM è una parabola dell'equazione^^ —^jz, allora y^ -i- 
hy* — apy — aph—pxy è T equazion della concoide parabo- 
lica , di cui fece uso Cartesio per risolvere un' equazion ge- 
nerale del sesto grado . 

786. ^^ La Cissoide di Dioglb. Sia i! circolo ANBn ..(5 
eoi diametro AB. Se condotta la tangente QBq al punto B ^ 
o le rette AQ a varj punti di essa , si prenda QM = AN> 

la curva MA/;i che passa per i punti M^m così determina- 
ti 9 si chiama Cissoide, 

787. Per trovarne V equazione , conduco OM parallela 

ad AP , ed MP , NG perpendicolari; fatta AP z- , PM — • 
^9 e AB^a diametro del circolo genitore 9 essendo AN 
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MQ, sarà AG=FB, ed AG (a— «);GN(Vlfl«— 

[x): PM( v) = — -X» — onde = — — , equaxio^ 

ne cercata» da cui si vede che quando «zr o, anche 
. ^=0, e per^ la curva passa per l'orìgine dell' ascisse; 2^ 

che se ^=^a, $ì hav^^ — a» cioè i due rami della cis- 
2 ' 2 

soide tagliano la circonferenza a distanze eguali d^ A e B ; 

3*^. che se sf^Ofjf è infinita, e che perciò BQ è 1* asintoi 

to della curva ec. (:;35). 
jo-i. Z^^- I^^"- Log \RiTMiCA . Preso ^n punto A sull'in*. 

tlefìnir.1 HG e al/nte dell' ordinate PM che abbian per lo- 
g-.iritnìi le loro eiscisse AP, la curva BM/n che pas.sa per 
]' estremità di queste ordinate, dicevi Logaritmica. Sia APrr 
jL- , FM iz:^ , A — al modulo, e=:2,4l82ÒlS il cui logaritmo. 

iperbolico è. 1 (308); sark xzzAly:^xlefOnàey^:=: §^f che 

da jzre^ , ^quazion della logaritmica. Ella mostra 1°. che 

questa curva è trascendente ( 738 J : 2°. che l'ascisse x 
della stessa ordinata y in diverse logaritmiche , o i logarit- 
mi dello stesso numero in diversi sistemi, son come i mo» 
duji A, A'i 3°. che quando a: — o, si ha ^ i:;^ 1 AB i ^ 



o 

» 



che se AE =AB — i , si ha ^;:iEF e ^ , c perp se in 

^ n e , ad e'^ si costituisca FF a, sarà sempre ^ =r a*: 
onde se ascisse formai la progressione aritmetica -71,2,3,4, 
ec./ 1^ Qtdinate formeranno la geometrica a' 9 a* 9 «S^^ 
ec.9 « però la logaritmica va i^U' infinito di' lk da AP. Ma 
prese verso AQ f ascisse negative «=:-^ l*-^^ ec» \'ordi* 

nate diverranno -^,Ar ec. cioè la curva ha un ramo 

Unito BO di CUI la direttpce o asse OH è 1* asintoto, 
o IV*. La Cicloiob. Se nn circolo AG giri sopra v- 

3"* na tetta Aa finché il punto che toccava sul principio que- 
sta retta in A 9 la (occhi un'altra volta in questo punto 

descriver*! una curva chiamata Cicloide o Trocoide . Fila è 
ordinaria quando il circolo genitore non ha altro moto che 
quello d^lla sua rivoluzione : ma se ha di più un moto di 
traslazione o nel medesimo senso 0 in senso contrario, ella 
I '20. ^ o accorciata o allungata . Neil' ordinaria la base Aa e- 
^ guaglia la circonferenza dei circolo genitore; è più cott% 
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fteli* aeeoreiftts , maggiore neh' allungata u diametro BG | .^q^ 

del circolo genitore bi cbìàma asse della cicloide quando è * 

normale al mezzo della sua batfe: ti punto B è il 'suo ver» 

ticef e B^', la sua altezza miaggiore . 

140. 

290. Posto ciò, condotte MP normale a IBC» e le cor- ^ g 
de eguali MF,OG, avremo FCziMO-, dunque poiché FCzz • 
AC — AFnBIOC— FKM - BIOC — OLC- BIO, la parte 
MO dell'ordinata AlP è sempre eguale all' arco corrispon- 
dente BIO del circolo genitore . Inoltre il re-^to OP è il se- 
no del medesimo arco; dunque chiamando «MP (y), BiO 
(u), si avrà per et^uazione alia cicloide ordinaria , u 

^ - ^ « • 

neriu. Per generalizzarla al &rk MO = — BÌÓ« il che toh^ 

à 

viene alla cicloide o ordinaria o accòtctatà 0 allun^atà> sé* 
tondo che b è eguale o minore o maggiore di a , e al a« 

b • 
via if=: — u-^senu. La cicloide è dunque una curva tra« 
ti 

scehdelite (23^)^ \ 

1 91.. Se* il punto per descrìver la cicloide ai jpircnàa dan» . 
tro o fuori della circonferenza, la curva deacritta sarà un' 
altra specie di cicloide | e se il circolo ai faccia girare sullA 
tirconfetenza d'un altro circolo, la curva descritta da uno 
de' suoi punti, sarìi un^ Epicicloide . 

792. V°. l.A QuADRATiiiCE DI DiNOSTRATO. Sc la retta 

AG tangente al circolo in A si muova unitormementc e pa- i^^, 
rallélamcnte a se stessa lungo il diametro Aa mentre il rag- ^'^* 
gio AG gira uniformemente intorno al centro G verso il 
puntò E k in modo che AG e AC si «confondano con CE nel 
momento stesso ; V intersezione continua di queste due rette 
dà la curva AMD) chiamata QtOidratrice , dalla cui. deaeri» 
zione s^ue che uno spazio qualunque AP percorso .dalla 
retta AG sta air arco circolare ÀB descritto nel ntmpo stes- 
so dall* estremità del raggio, come un altro spazio AC per- 
corso da quella retta, all' arco corrispondente ABE dfscril» 
to dal raggio. Fatta dunque AP ^ a- , PM^^, AB :^ , AG= 
r =: I , ABE zr yo* zz e , si avrà 1 x :u: : l : c y onde u "=1 
GX ; 2''. CP : PiVl : : C V : AG , ovvero l — x'.y . '.W tanq u , on- 
de yzz:{i"^x )tangcx, e4ua£Ìone alla quadratrice quando 1* 
•rigine ddPascisse è in A. 

793. Se aia in ciiogÌ9 òr in I«>*«| ed ho ùsef i — 
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*4-" — r — — ec. : onde quando a- — o , sarà y ir LD i=< 

o o ' 0 

e però se si conoscesse la b/ise CD della quadrauice » 

c 

si avrebbe subito la quadratura del circolo; di qui c venu- 
to il nome alla curva. 

794. Se sia descritto col centro C e raggio CD il qua- 
drante DLK » sarà (508) -^:DLK :: i : c; dunque DLK = 

l=CA. Così PCnall'arco LD, perchè -1:KL :: l :c( i — 

c ' 

«)•, onde KL = ì — «=AP, e PCnLD. 

795. Prese le ascisse negative AP% e sostituito il low 
valore nella prim a . equazione , avremo — (i-f») tang ex 9 
che da r ordinate negative PW. Quindi la curva ha un ra- 
mo AM' , di cui la retta QN condotta alla distanza AQ=: 
mij è r asintoto ; poiché fatto x=:i, viene — 2cc. 

Ben si vede l**. che la retta AG c il raggio CA segui- 
tando a muoversi dopo essersi confusi in CE , formano la 
parte Da della quadratrice: 2**. che se la curva fosse geo- 
metrica, si avrebbe qualunque angolo d'un dato numero 

di gradi» come di - — 9 bastando dividere AC in P onde AP: 

" ■ m 

AC::i:m, e condur V ordinata PM e il raggio CB; l'an- 
golo ACB sarebbe = — » poiché «: l :: u:c:: I :in. 

771 

14.'^. La 'Spirale d'Archimede. Si chiama così la 

curya CKMA descritta da un punto C che si muove uni- 
formemente lungo il raggio CA, mentre il raggio stesso si 
muove uniformemente intorno al centro C , in maniera che 
quando il raggio ha. percorsa la circonferenza intera» que- 
sto punto si trovi confuso cfol punto A. Se prolungato il 
raggio CA, gli si faccia fare una seconda rivoluzione, men- 
tre il punto C continua ad allontanarsi dall' origine del suo 
movimento, si descriverà, una seconda spirale, poi una ter- 
%a ce, o piuttosto queste spirali saranno una sola curva le 
cui rivoluzioni possono accrescersi in infinito. 

29Z' Posto ciò, r ordinata CM ('^) : raggio CA (a):: 
arco ADBN» ascissa corrispondente {x): circonferenza ADBNA 
(p); dunque V equazione alla spirale d' Archimede è ^ == 

onde I^ U curva è trascendente; 2^ passa per il ceo*' 

P 
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tro C, poiché *=o da y =oj 3*. passa altresì per A, poi* j 
chè »=p dà ^ =: a*, 4°. fatto « = p T equazione di- 

venta yr^ra-^* — , e perciò dati ad i valori che^fon tra 

. P 

o e p , la spirale fa una seconda rivoluzione clic, tei n\int 
air c^rreniira d' un raggio doppio dei primo-, e ne la un«i ter- 
za, una quarta ce. se x — 'ip~\-x'\x — ^p^x^" ec. 

798. VIP. La Spirale Parabolica. Presa sopra un rag-* 
gio CN una media proporzionale NM tra l'arco AN e tina iaa 
retta data la carva che passerà per i punti M determinati 
così y sark la Spirale Parabolica^, Sia dunque AN= x , CM z=,y , 
AC = a , ed avremo ^ = a — ^/gx^ equazione in cui sosti taen- 
dop-4*«9 2p-4-^ ce. in luogo di troviamo che questa cur^ 
va può fare un'infinita di rivoluzioni intorvo al centro C» e 
che perciò è del numero delle spirali. 

^799. Vni°. La Spirale Iperbolica . Suppongo che dal pun- 
to C piejo per centro sull' indefinita CP si descrivano degli - 
archi AG,QiM,PO ce. eguali in lunghezza, e che per le loro 
estremitìi G,M,0 ec. si faccia passare una curva CKGiMO. 
Questa sark una Spigale Iperbolica'-, e ben si vede che presa 
CB=:AG=: QM=:pOec. ed alzata BR parallela a CP, ella ne 
sark r asintoto, perchè può solamente incontrarla quando il 
raggio CM sia infinito. 

«00. Sia il raggio CAs=i2,AN=:«, CM=i^, AG=QM 
ec. m h ; si avi U x:b '.%ai y ^ onde t^:z:ab. Ora sostituiti ad x 
dei valori p-i-a;,2p-4-«...inp-t-«,si avrà successivamente y = 

~— zz . . . — — * 5 onde crescendo l'ascissa, 

m 

scema l'ordinata^ la quale diviene zero sol quando m è infi- 
nita; dunque Za spirale iperbolica fa un* infinità sU giri intop' 

no al centro prima di giungervi . 

801. IX**.- La Spirai e Logaritmica . Si chiama 5/n*rn/f' Zo- 
garltmica la curva che taglia sotto uno stesso angolo tutti i 
laggi CM condotti dal suo centro C, cosicché la tangente j 
MT fu sempre un angelo stesso col raggio CM. Questa curva ^ 
ha molte proprietà che non possono ben dettagliarsi senza il 
calcolo di^erenziale ed integrale, 

S02. X*. CuRVB A DÒPFi.\ quavATtxBA . Se sopra la curva aB 0 
si alzassero dell'ordinate ST normali al piano aBC in modo che 
la relazione tra l'ascisse o archi aS=:s e l'ordinate $T=Z£ 
fosse espressa da un' equazione , la linea oQ che passasse per 
' tutti i punti T, sarebbe curva in due sensi, e perciò dirc!h?si 
Curva a doppia curvatura: ma poiché queata nuova miniera 
di concepir tali curre ( che pes altro ci sarà utile altruve ) 
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^-^3. noh dk facilmente la teiazione finita ttk s • éf ecco comé 
*^ d'ordinario ai concepiscono. Sé sopra le curve oQyàS de- 
scritte CQn la stessa origine a nei ^iani DaC delle x^y t 

DaH delle ( 73^)» si intendano alzarsi normalmente e 
segarsi due superhcie curve , la loro comun sezione aQ sa- 
rà una Curva a doppia ciL' vatura , e le curve geneiatrici 
aB% tìN che scambievolmente sarebbero generate da lei con- 
ducendo da ogni suo puntò le normali TS, rV sui piani 
DaC , DaH \ SI chiamano curve di proiezione allé quali se 
ne può aggiungere nna terza che ai formerebbe nel modo 
stesso sul pi Ano Cali delle « , d . Onde i*. la curVà a dop« 
pia curvatura nòn può de criveisi in un piano: H,*, 'i suoi 
Vunti son determinati da due delle tre curve di projezione y 
te. cui equazioni perciò esprimono la natura della curva e 
danno il modo di dcgcrivcrla . Sieno aBjtìN due parabole 
dell'equazioni 1 y'zzpx^ II. z' qy; posto nella II il va- 
lor di y pieso d:tlla I., verrk IH. e** — equazione del- 
' la curva di projezione sul piano delle dalla 1. si ha 

,y:^i^pxi dalia IH. £=:y^pj*j;^ onde dati ad x diversi Va^ 
lori» se ne hanno altrettanti per y e per e sì descrive 
la curva aQ. 

803. Date ora due superficie curve con le stesse coolr^ 
dinace x^y^^, se ne avrà la comun sezione o la curva a 
doppia curvatura sol che dall' equàzioni alle superficie si 

deducan quelle di due tlelle tre curve di projezione. Sien» 
ddte le superficie d' un sohdo paiabolico e d' un cono ret- 
ro ciie col vertice stesso abbian gli as.si delle x e delle y 
icai^bicvoimcnte normali: dctlie loro equazioni (^30^ i,pxzz 

fl*V* 

jr^H^»*, II. — Y-r:»*-**** ( «angiato net cono x in jr, ed 



y in X come esige il dato ) si ha IXL ~'^zzx*^px — y^ 9 

o 

_ a' {px — r * ) • . ,. • 

— ^» i equazioni alle curve di piojczio- 

ne ( un* iperbola ed un' ellisse ) che determinano la coWb 
ce^éata a doppia curvatura. E' chiaro i*. che se la lU. o 
IV. sienó impossibili o si riducano ad un sol punto ^ non si 
Avik Comun sezione e perciò nenimen curva: 2^ the se 6ò«' 

stiruito nella li. il valor di z preso non più dalla I. m 
dair equazion generale d* urt piano Ax-^By^ Cs -4- D = 
(■^3^)' pf^'^'^^n determinarci A,B,C,D in modo che coni, 
prima ne risulti la III., non sarà la sezione una curva 
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doppia curvatura, ma una curva semplìct che potrh de- i^g" 
•crivcrsi sul piano dell* equaiion deietminata A* B> H- 



LUOGHI GEOMETRICI, 

Costruendo V equazione y^zz2ax — si trovò (731), 
elle ne risultava un circolo: questo circolo .«i chiama ù Luo*.' 
Geometrico dell' equazione y^~'2ax — x* . 
804. In generale il luogo cT un f qnazionc è la linea de- 
scritta secondo il rapporto delle X c delle y che V equazione 
corui.en€f rapporto che somministra le costruzioni geometri- 
che dell' equaaiofd indeterminate y così si chiamano tutte 1' 
équazionì a due vaiìabilt , ^ se iif dittingaono i gradi dalle 
più alte potenze di queste variabili. Cominciamo dal primo 
^rado. 

905. Ogni ^mit^ion^ di questo genere può esser tap-f 
presentata da ay=^ò«<!+cin , cioè -4-—: si tratta di tro- 

varne il luogo geometrico Sia APrr* la linea dell'ascisse ^ 
di cui pongo l'origine in A i sia PM un'ordinata y che fac- 
^Cla con AP un angolo dato ÀPM. Presa ora sopra AP unm 
determinata AB sia e parallelamente a PM condotta BD'is 
b^i triangoli simili ABD»APIf daranno PN.=, 

bx bx 

^ ì dunque se la data equazione fosse 9 1a linea 



Citi 

fììk — , le PN debbono essere accresciute di questa ^uancitk : 



farebbe il luogo cercato . Ma poiché il secon4o membro ha 

cm 

a. 

ctn 

perciq alzata sopra AP parallelamente a PM una AE:;: — e 

condotta per E l' indefinita M'M parallela ad ÀN, sarà PM=: 

*=PN-f NM= — rf — , onde la retta M'M è il luogo del- 

€L a 

C/71 • 

]a data equazione. Se — fosse negativa, le PN dovrebbe^ 

0 
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I i-f ro diminuirsi ài questa quantità, il che si fa conducendo 
A£' sotto ad AP e' per £' una parallela MM'^ ad AN, ed 

MAI" è il luogo dell' equaiione — — : la parte OM 

- a , o 

corrisponde al vajor positivo di ^, e il suo prolungamento 
OM" a quello di — onde può concludersi in generale 
che la linea retta è U luogo geometrico di tutte V equa^ 
' moni indetprnunate del primo grado, 

806. Quelle del isecondo posson tutte ridursi alla for- 
mula . 

€ixy bx* -^cx^dy O 

la cui costruzione da la natura delle curve espresse da c- 
quazioni del secondo grado, qualunque sia l'angolo d'/lie 
coordinate. Risolvo pertanto quest' equazione ^ presa y per 

incognita ( Ì8p ) > e . poi fatto y-^-^ax^-^ d su, trova 

u^-^^b: )«*-h(c = 0. Or per ca- 

fitruir r equazione y^^ ax^^-^d =: a» supposte le coor* 

Ij^g dtnate AP^^jPMz^jr nel dato angolo, conduco AB r= 
149. ^/i parallela a FM ( sotto AP se d è positivo )|.e per mez« 

151. di BO parallela ad AP ottengo MG sjr-l — d. Sopra 

BÒ prendo &d arbitrio B£ = i , e' condotta EP=:-^ a parai- . 
lek a PM , e per B ed F V indefinita BFN , i triangoli si- 
mili SEF.BON danoo ON = i.a«, e perciò MN^ru. Ma 

le coordinate APn x, iMN n:?/ non sono in angolo tra loro 
coniQ bisogna; e però per ridurvele» sia BN = e la retta 

nota ftF = n (652); si avrà ed u*-l-(£> — 

n 

.z* ad. % « ti* ^ , , , . 

--)-,H-(c — — =^ 0. Qui può accader 1. 

che 
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.che b ZI — y nel ^aal caso -+ asSjf -f è uà quadrato 
4 



•pe]:£Btto; ii^ che 5> — ^ 3°. che & •< — : sicché questa e- 

4 4 N 

qttas|Oiie è suscctclblle delle tre seguenti forme, L u* — 
^«-i-rz=o^ II. — r* — 5 = 0, III. u* — ^* — r« — 

*=:o. 

Sol. Onde i*. se nella I*. a* =5» — r = cr{ Jl ) si 

faccia s zztf sarà a* = ^ y * equazione alla parabola 

8 

(748) <rhe col parametro coir angolo MNC delle coor- ,0 
dinate, e coli' origine Cdel diametro» determinatà- dal ca- 

r 

80 di r==o che dk %zz — =:BC,facilniente si descrive (^53): 

•fl*^. se nella 11^. u*«4-^a* — r» — 5= t-a* 

^ 'SS 

= o si faccia — ~H--^=:t*, saca =: 
4^* 45 £ 4ér* 

^( 1>. 7^^^ — e*), equazione «II* ellisse che paragonata 
airaltra (764)>* = ^(«*— dk -2^=^, ed m* = 

4S( 

—^^^ -4*45^=; CG> coi quali semidiametri- e col ceiitso 

G decerfflìiMto dal caso di t ss o da cui ^ ha ss = — = 

BC, è facile descriver la curva (764): 3^ se nella III'* * 

— i-i-— i = o s» faccia -l- v 

g g 8 ^ ^ 8 

^zzt*% sarà tt*=:fi"( t* -4- — — ^, — ), equazione all'ipcr- 

4fir 

boia il cui. cencio C è determinato dal caso di tz:^ o da cui 

r ' * ' r o 

si ha jB= — ---^BG$ e quanto ai semidlametr^ , se 4nrs> *^ 

r", paragonata r equazioii e alla ma analoga = 

N n 
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Wl* I 

— ( «M, avremo n — ^ ( dgs ^ r'- ) tà m zz . , 
7~'^^4*~' "~) * 48' < «"^i 1' equazione di confron- 

to sarà (zZP) = — > che da »i = — ( 

4gs } ed n ;= ^^y^ C^"^ ^ ) * ^^^^ ^ curv» si pectk 8eiii« 

pre descrivere (78*2). Che se nelT equazione primitiva (806) 
manchi ^* , si libererà ' a* dal suo coefficiente, e w avrà, 
un' equazione ayx 6* 2 ^ j;' ( j «a? •+ 

j » i equazione u — [-^ j -^-pj'-b 

o:::;p sar^ airiperbola e si costruìrk come la terza formii* 
la. infine se manehi Anche hx*^ Uheracb dal 8«o coeffi" 
cience', rciCerV vn' equazione xf-^^x^^hy — piso» ove fat« 
to 6.<-l-x=tt » 81 ha ^f* alt— «6 — /> — o , e fatto ^ -+ a 
«, viene uz zz: ab ^^p^ equazione all' iperbola tra gH asin- 
toti; onde poste le coordinate AP,Pi\i liel dato angolo APM, 
» 5 prolungata AP verso D finche si:i AD —by e condotta DC = 
a parallela a PM, si descriverk tra gli asintoti CQ,CK T i- 
perbola della potenza ab-^p i ZZA - Z^'^ ) t c sark QM=;a-t- 

808, Segue da tutto ciò ciie ciualunque equazione Utdc" 
terminata del secondo grado appartiene a una sessione co* 
mca, » 'càe* U sua 8p«cicr dipende tte prisU termini 
-4* della fonnnla generale. Perciò 

I*, Se qiietti tre oirmCM Scwmano ttnf q«ifuk«ee p«rfet« 



a* 



to, cioè ie b:^ ^« o se non resta dei tte pvifiiì cermini 

altro che y o x* ^ 1* equazione apparterrà alla parabola. * 

a* 

n*. Se 6 >- — , r equazione è all' eUiese ^Ue per altro 
4" . " ^ 

divieae un circolo quando CD zzm ^ CCzzn:=: m 807 ) * 
'49* cìoè'^b; I , e r angolo BNM è' ifcctot allora BÉ* ;:z 1 :s 

BF»^FE*bA*-*.- (8oó)i e poiché ^= f^.-^) A 

4 : 4 
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l^ hà, 5^n^*f — = t> e T equazione, primitiva cliTeiitBjf^-l* 

4 

H- «* «-f c« dj» o • 

IIF. Se b<: — ^V equazione è sìV ipeibola , qnand' an- 
4 

• the À.sia negativa ; e se 5=t^'i*iperbola è equilatera. Se 

manca uno dei quadraci , » réstàmlo il rettangob xj, 
la curva e egualmente iperbola> e se .mancano nei 

tempo stc.s-.:o , 1' cqua^-ione è agli a.s'intoti . 

8oy. Può accadere che 1' equazione proposta non sia 

realmente del secondo grado*: tal» è.y* — «>H»^:r a^} la 

. 4 . 

sezione conica eh* essa rappresenta, degenera linea ret« 
ta, come dee succedere per ujia j)araboIa il tpu» parametro 
lia nullo 9 e che perciò ù'Confpnda. col avo ma. Che Bt 
V equazione proposta implkbi ccj^rincUaione , il calcolo Io fa- 
rk conoRCere colle operazioni che indicfaerk« come* condu* 
•andò a descfiveté un urcolo di:ttsg404mmaflinario ec» 



Prohkmi mietermiasul 4eV' secondo gt^\ ! 

. 8io. t Dati i due punti A e B, trp.vat la cum AMB j^^^ 
tale che coiiducendo da qualunque ano puoto M te rette 
MA»MB^1* ansplp AMB sia semu;aJbD stesso. Condotta jMP> « 
normale ad AB» aia A^ rzdPiPMr^^jfyABrrayta^'ÀA/àz; 

tS avtemo (4|6) t^^ÀMPs-^9«tai^BMf l>aa-> 

— -4- 

» ^ — 

« ... 

"irzoi equazióne al citcolo (9oS). Na compisco i due 

quadrati t sarW (jr ^ ^) -^(^ *) 4 -^Ì?- 
llivido AB in metto nel pun^o dal «quale alzo EB 
^ peipandicoiare alla sussa e xol xentro £ -e raggio 

A£=/%/^ — ^~Tj descriva il citcaia AMB» che è il luo« 
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l^^.go 4cU' f^9iM2Ìoiies poiché condotta ÈQ piMoilela ad AB^ 
ho EQ = — a — « , MQ =^ ®^ ^"^^ poiphè EJ^ = . 

, deve penero 1* àngolo AEF rz AMB : . iofatt£ essendo 

EF(=^):FA( = ra)::a(=i):t = r««oAEF (é46), 

X due cingoli AMB ed AEF hanno una s:cssn tangente f, 
dunque condotta AT in modo che 1' angolo TAB sia egua- 
le all'angolo AMB, la retta AE pcipendiccUiic sopra AT 
incontrerà. EF nel centro dei circolo cercato . 

^}^* ^* data -retta AB sì muòva nell'angolo acuto 
^^*BCA In modo che le sue' estremità A e B stiano sempre 
sui lati dell'angolo dato: ce^co la curva descritta da un da* 
te punto M di AB. Condotta PM parallela ad AC, sia CP = 
PM=jf 9 AM =1 «n, BMtz n , cos ACB =: cos MFB := c : avrè 

BP=:^2, e il triangolo MPB dark (651 > ^S^S -:;^»* n»-4- 
, IR . m 

— — , ovvero y — — -ìì^. — n* = o » equazione ali 

ellisse; poiché i, cioè i > c (808)/ Faccio * — 

^ =: a , e posto ses MPB's: s , si avta tt* —--^ — = 

III • - ' 

Fresa dìutoe CE^i^ e Condotta £F=— parallela ad- 

. ^ in 

AG» se si coftdace CFQ» si ayià QM=:ir. Sia dunque CF=: 
/,CQ = » 5 si avrà x = -Ij dunque u*=: — ' 

7,^ ). Quindi i semidiametri conjugati CO e CG fiaianno 

respetuvameate eapcess» per — e per /a, e poiché si co* 

- , . ^- - 

nosco P angdo CCO, è facile descriver 1' ellisse (766). Se 
r angolo ACB sia tetto» l'eqjaazipu pumitiva diventevk jr*= 

^ (in^ — ^ )y e «pparcenk & un - eUisse dei- semiassi m, n. 

171 

' Quindi dati gli assi potrà, descriversi 1' ellisse •, essendo il 
«nagglorc tifi, il lainore prendo A^l^a, M&^b e muo- 
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^ AB tra t Iati d'una flqnadra; il pufliè M descxivetk il 

quarto d' ellisse richiesta . 

812. III. Data Ja parabola NAK , trovare il luogx) dì tut» 
ti i punti iM tali che le due tangenti NM,KM facciali scm- 
prc l'angolo stesso NMK. Condotte MP,KL,NQ normali 
all'asse AQ, sia AP = a?, PM — NQ=: KL :^ r/ , il para- 
. metro della ]^iirdho\a.zzpytang^MKz:zt ^ onde AQ — ATz:: 

5^, AL = AS:=2^(248.75i),QT = ?5!»LS=2ii\ e at-. 
P . P P P 

cesi i triangoU aimiU TPM»TQN, ed S9M,SLI^, avremo. 

— — — »:v e anche ——:«::* — e di qui % zz 

V P P \ P 

^H- v^f^^H-pA;), « = — ^-4-\/(y*-f-pJ:),zz -i- e — ^x/Cj^-l- 
pa:) ed t/a- — /jo;. Ora NMK = NTQ H- KSL (4'i^>i e per- 
chè (646) ta/i^ NTQ=|- e «ai^KSL=£-, «ara(6i4) t=i 
2p ( »r & ) ^ ^ per « -f ji ed Ila i lór 'Valòti , t sr . . . ' ' 

a 

zìone air iperbola (808}. Sia x £.-.^±^^^e verrà 

• t*(9*—-^(t* -*•!)] che paragonata con ^*=^ ( — » 

} (802) e cbiamaco « il seno dell^ angola NM^> da «1 = 

— Jit^-^ l) = (6X0) — ed 71 s= onde dijninucndo 

le « di AC V iperbola del centro C.e dei se- 

4 2t . 

miassL CD=m,CG =/2, sarà il luogo dell' equazione. £ si 

• psè^rvi che H l'angolo NMK sia. otturo ^ :la tangente t 
aiirk negativa: ma nulla «engia neir equazione c£e con* 
tiene sole pocenxe pari di ti onde dei dne..xanii iperbolici 
lJlOmfTA[dm' quello soddisfk al problema quando il dato an- • 
golo è acuto» questo quando è ottuso: 2^. che se il dato 
angolo è retto, si ha t~oo (òlo), onde la linea cercata è 
la ducttrlcc della stessa parabgla (i 92-7 49); cosicché due 
tangenti della parabola che partono da un pUQtO della di» 
retuicci Norman sempre un angolo retto. 



Oigitized by Google 



Fia. )( )( 

1<6 ^^3' P**sare una Sezione conica per cinque pttn* 

. * ti dati A,C,D,B,E. Per due di questi punti conduco 
AB e dagli altri punti le perpendicolari CF,DH,GE sopra, 
di essa , c poi suppongo che T equazione della sezione conica cex* 
cata sia ay^-^bxy c** -+ dx^ fy ^r:=:0 e f«ccio AFz j> » Ifte: 
2 , AG -p', G E = 2; AH :;= , PH 2 '» AS sj/", f^uando « = 
ossari ^£ro>pa4i»^==P»eper^l'«qaii«ioii« m xidttcu» ci1o>*'-^ 
òàjyH- ca* -i- dx^Jjf ZIO . Quindi secondo che a- =:p ^zzp\zz 
j>" , zz.p'\9i ht^^^ 2 , =: — g'i 2", n o : sicché ai hatoao le quae-^ 
tre equazioni, ag* 5pg h- cp*H- dp-^fq — o . . . ag'g' — 
fcp' c/)' -t- cip' — /i^^: O . . . c^/'c/ ^ V' <y "P'' ^ 

=1 o . . . cp'" ^ dp" — o, da cui si avranno i valori di 
b , cydyf^ che sostituiti in ay'^ hxy -4- ca* JAr-h/j — o , 
danno l'equazione deJla curva cercata. Il metodo può appli- 
carsi a risolvere un somigliante |>cobiema per le lin^e del ter* 
so« e del qufttto grado ec« - 

814. Così si trova per approsflimatione la legge di più 
quandi legau insieme con cecti rapporti . Sappo,nf« per tsem« 
ir-f P'^ quantità BG»D£ ,FG dipendenti da' tre altre AB» 

AD ) AP ; si vuole in generale yna legge cbe unisca queste* sèi 
quantità. Immagino l'indefinita AF, e riguardo le sue parti 
AB , AD , AJ? come l'ascisse d'una curva CEMG ; suppongo che 
ogni ordinata y sia una funzione indeterminata A H- Bj: -h 
Cjt'*M-ec. dell'ascissa corrispondente ( se le date quantità fos- 
sero quattro BC , Dii , PM , FG , ^renderci quattro termini 
per esprimere quescit. funzione ) . Or giacché si ha yzzA^ 
B« CrVIaccio AB = o, BC = 5 ♦ AD a , DE= y > AF= a", 
K=r6'^ Onde k tr'e equazioni fcipA-4-Ba4Ca*:..ft^i= 
ÀH-Ba'H*Ca'a ...5' =:A-|-Ba"-+.Cfl"a", con^ cui si de- 
terminano i coeflIiciÉiiti A)B»C e V equazione approssimata 
della curva CM, ove una quantità AP dipende da un* altra 
PM, come AB dipende da BC> AD da DE ec Tde è U Me- 
todo dell' Interpolazioni . 

' 815. Con questo si ha 1* equazione approssimata d* uni 
curva segnata a caso sulla carta. Basta 1°. abbassar delle per- 
pendicolari da varj punti di questa curva ( e in particolare 
da quelli o?e cangia iBoko di concavità ; sopra una retta pre* 
sa per retta dell' asoisse: sopporre che T equazione della 
carva sia vr:A^B«H»G«*<4-D«> ec. in "cói stfiiono entrar 
tanti coemcienti ioditcrminati* quante son le f/erpendicolari 
akbaifate : 3?. dettrminar catte sopra i cptefficienti A, B« C, D ce. 



\ 
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Problemi detérmmaU fino al quarto, grado* 

IlaogMdi due equazioni indetetninate del secondo 
grado poflson coschiixsi sulla stessa retta dell' ascisse , con la stes« 
sa origine e nello stresso angolo delle coordinate cintai caso It doc 
corvè si tagliefanno in punti tali che l'ordinate corrispondenti a 
questi, saranno le radici dell'equazione' determinata che si avreb* 
te riunendo ledutf equaziohiinunachc non contenesse altro che 
K o y . Reciprocamente se un* equazione determinata del terzo 
• quarto grado si divida in due che contendano * ed ^, co- 
sicché eliminando * o ^ si ritrovi la data, e chiaro che co- 
struendole come sopra )i punti d'intersezione delle due curve 
avranno per , coordinate i valori dell'incognita : così se nell' 
equazione «"^h- a»' H-c«H-c{:=o si laccia «*z:p^, 
«ark apxy-^ &p^*(-c;rH-e2=:o, equazione a unasezio* 

ne conici^ che xascmita con la parabola dell' equazione 
py^ taglierà questa curva in dei punti , le cui ascisse corri» 
spondenti saranno i valori di Quando la data equazione ha 
quattro radici reali, le due curve si tagliano in quattro pun- 
ti; quando ne ha due sole, si tagliano in due*, se tutte sono 
immaginarie , non si ha intersezione; con radici eguali, le ^ 
curve si toccano; e perchè s'incontrino in un numero di 
punti eguale a quello delle radici reali ed intgtiali i ai pren« 
de i'equazton* d'unA delle due cttn^c ccMi'/ ella sola prima 
dimensione. Dal resto» il- metodo » sì Mtola iiorlea»èsta» 
to iii pratiea qtfasl aMM^ndonaco per riapiMiiln|i^dldesc4« 
Tere esattamente le Curvo. 

Si 7. I- l^t* due rette' a, trovar tvk esse duo medio 
proporzionali x^y. Poiché per ipotesi-'.* a :jcty:&, sarà oc* ?r 
ay y ed y'^znbx; onde costruite le parabole di queste equa- 
zioni con la stessa retta dell'ascisse, lo stesso vertice e lo 
Stesso angolo delle coordinate (che ordinariamente si suppo- 
ne retto ), esse daranno con le loro intersezioni i valori cer- 
cati di a;,^. • ' 
t . Ma non deve in generalo «ostruirsi, un' equazioite del 
t«rzo o quarto grado senza fiir uso del drcoló» cuirva canto 
piik comoda, a descriversi. €h* se per imsodoifO' U circolo 
nelle soluzioni di questo genere , occorre talvolta tuia certa 
destrezza y vi sono anche certi- casif in cui si presenta da se. 
Per esempio, sofnmando le due equazioni ar^-^ayzro,^* — 
hx — o, e supposte le coordinate in angolo retto, nasce 1* 
equazione al circolo a:* -f->* — ay — bxzz^O. Descritta dunque 

una parabola AM del parametro b suli' asse AP» ella sarà, il ^5 
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158. luogo deir equazione y^zz.bx. Per trovar quello di x*^y* — 

ay — hx:izOf6aL» 3=:«,ev-^ — a=:s; avremo «* 

•^=:-i-(a**('ò^), e condotta dà A perpendicolarmente ad 
. 4 

AP la reità AB=-^<Zy e per B PindaBnitaBCQ parallela ad 

* / 
APy se pieso CB = — b si descriva un cìrcolo col raggio CA, 

egli tagUerk la parabola in un punto M tale che Condotta la 
perpendicolare PAI, le coordinate AP»PM saranno le due 

inedie-prop(nz.ionali cercate . « 

Supposto h~2a, il cubo fatto sopra AP sarebbe doppio 
del cubo (214), ciò che risolve con poco il problema della 
duplicazione del cubo sì famoso tra gli Antichi. Anzi può 

generalizzarsi questo problema prendendo 6 =3=^ per trovare 

un cubo AP' — — che sia ad un dato cubo a} nella ra- 

n 

gione min. 

Ito Si 9* II* Dividere in tre patti eguali un arco di circolo BF. 
^oy* Suppongo MP il terzo dell* arco BF e okre le normali 

BOG , MP;72 sul raggio AF, conduco Bm ed mR'normalc^ a 
BG.Poi fatto AP=: a:,PM=:^, AM=<»,AO=i&,BO = c, i 

triangoli simili AMP, BmR daranno *:^:;cH-^:« — Z»,cioè 
y — .x "-|-c_>-FZ>xrro , equazione all'ipcrbola equilatera ( 808 ) 
che costruendosi determinerà il punto M nel quale il circolo 
e Tipci-hola si taglievanno . Ora ella può mettersi fiotto questa 

forma ^^-f-^cj — — Z»j = — c'^— i*.; dunque 

(So*:) se c>6, requn/ione apparterrà al sccond' asse, e se 
c <:i;, al primo. In quest' ultima supposizione, dal centro A 

si conduca AD=:— c normale ad AF , c da D si tifi DC=: ~b 

parallela ad AO; il punto C sarà, il centro dell' iperbole , e 

se si prenda CL=CKz=-^ v'(^***-c^)» e si descriva suU* 

asse LK unMperbola KM, ella taglierà il circolo nel pùnto 
cercato M. L' iperbola opposta M'LM" taglia il circolo in 
due punti ed M", il primo dei quali dk (635) 1* arco 
F'M' terza pane di F'M'H , ed li secondo determina V arcò 
h^ìA" terza parte di F'M 'GFB \ il punto G non dà /soluzio- 

i ne:'' 
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ne: ma la radice GO= — c è quella per cui può dividersi 

r equazione ^y^-^-^cy^ -^s^^y* — 2a* cy^ a* c* = o che ri- ^^9* 
■ulta dai due luoghi^* — a* H- a; * =: o — or* -+ cjr -4- n o . 

Questi luoghi sommati danno y^ -+ A5.r -+ I-cy = 
i a* , equazione alla parabola . Perciò condotta dal punto A 
parallelamente a BG la retu AD = si conduca DC sa 

— ^ parallela ad AF, e si descrìva col vetcice C e a»* 

se CD una parabola del parametro 13 j essa taglieri i! cir- 
colo ne' punti cercati M,M',M". Posson variarsi queste so- 
luzioni in molte maniere, moltiplicando le due equazioni 
del problema per delle quantità, indeterminate , e somman- 
done o sottraendone i prodotti: il che conduce a delie se- 
zioni coniche differenti , tutte egualmente proprie a risolve- 
re il problema. Così per risolverlo coli' ellisse , basterà mol- 
tiplicar r equazione ^* -4- ~ a* = o , per l' indeterminala m , 
c aggiungerne il prodotto alla seconda equazione; si. avrà. 

, , (in— I )**H-A*H-cif— a*i« 

y -1- j — =0 che appartiene ali el- 



lioando j»>i.o positiva» ed all'iperbola quandoin< i 
o negativa . Si può inoltre determinare m con una condii 
«ione arbitraria} per esempio , se si volesse che gli assi 
dell' ellisse fisssMO tea loco in ragione di pz^f» dovrebbe ei» 

nt^n^^Pl, U che dà m = 5;--±£!, 

819. III. Dividere lo spazio parabolico ACB con una 
retta CM in due settori eguali ACM,BG!VI. Condotta MP 
normale ad AG, sia AP = a-,PM =:j^, AC = a,BG = 6, il 
parametro della parabola zz p \ avremo , come ben presto si 
yedà, — *)t= ACM = 1 ACB =:^ró . ov- 

vero »jfH-3ay=:3a6, equazione air iperbola tra gli a.sinto- 
ti* Crohingata AP verso onde sia AF=:3AC e condotta < 
fK perpendicolare ad FA» tra ffU asintoti FK^FA si de« 
scriva una iperbole equilatera deUa potenza 9a&; .essa satk 
il luogo dell' equazione «yM»3ajfS2a& e taglieri la para^ 
boia nel punto richiesto M . 

Volend9SÌ servir del ckcoloi poiché zzc^ ed -zz 

gwp, sari valore che sostituito nell' equazio- 

ne 30^=12061 la Qangiera my^'+^b^y — 3^^—04 la 

Oo 
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lól "*?Jfiplico per ^ e diviene y^-{- 36"^ — 3o'jf = o, da cui. 



sostituito — ad ricavo «?-i- 3a»-r- — jr sxo; a questa 
aggiungo ^* — pop =; o, ed ho jf* ** (3* ^^p)* 

ò 



-^=0} equazione al cìrcolo. Alzata dal punto A nor^ 



matmente ad AP una retta AD = ^, si conduca ad AD 

Uiilla parte opposta al punto M una peipcndicolare DC zz 
-'-(3a — p ) ( qui SI suppone 3^ > p j , c col raggio C/A e 

Centro C si descriva un arco di circolo; quesc' arco taglie» 

'1. 

rk la parabola nel punto rickteatò Mt ^ PM ri: 6[ v( t -h 

? , • 

— ve— i-f Vii)]. 

820. IV. Trovar le radici dell' equazione del quarto gra- 
do X* — -i-p*«/>v-f*p'rz::: o per mezzo d'un circolo e d* 
una parabola. Fatto al solito viene 5* — pj'-t* 

przzo\ vi unisco a?*— /)^ = o c nasce l* equazione al circolo 
9*' H-^*— 2py ^qx'hprz^o. Descritta dunque col parametro p 
1^4 la piirabola M'AAf"' che abbia AQ per asse perpendicolare 
tfd AP, e presa AO=:p » DG zz noraiale ad AD dalla par* 

te in cui ^ nella figura ( si prenderebbe dall* akVa se fosse 
negativo ) ^*si troverà che un circolo del centro C c rag- 
cio v^(CA*— |>r) taglierà la parabola ne' punti- M, MvM"t 
M'*'f che determineranno le radici^dell' equizione, due po* 
sitive, cioè MQ,M'Q', 1' altre negarivé . Se 1' equazione da 
costruirsi fo-?se x^^p'x'^ — P*?-^' ~^ P^^ ^ pres;i al solito 
x^zzpy^ si avrebbe -\- x"^ — fyx-4-pr~o, equazione al cir- 
colo come nel caso pas^^ato , ma più facile a costruirsi. 
'" Si cerchino ora le ra.dici dell' eq'Tazione P?-^* 

«^-p*»!* n o per mezzo di un circolo e d' un' iperbola 
tm gtt asintoti, presa xyzzpviy viene — j>5Jip*H-pV«-+ 

=; o =s ~ Jp* ^* — P3 "** 1^ * equa- 

xione vl ciredo. Tra gli asintoti perpendicolari QAQ',P'"AP' 
^' descritte l' ipetbole equilatere della potenza pm , prendo 8ot« 

to AP la retta AC;=— , e il circolo dej centro col 

201 

maggio V( AC* taglierà P iperbole oppostè néi'quat-* 
tro punti MtM',M",M'", i quali determineranno come 
•f opra' t quattro valori di 4? con le ascisse AP , AV% AP'% AP"^ , 
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E L E M E N T I 

« 

^EL CALCOLO DIFFERENZIALE ED INTEGRALE • 

Fondamenti di qacHi due Caicoii^ 

T ■ 

Bat.L#S quantità si dividono in Costantini in va^ 
rìabìlix le costanti che sogliono indicarsi, con le prt^ 
me lettere rt,6>f ec. , non crescono nè scemano; le 
variabili che si esprimono con 1' ultime ,y,T)^ et*. ^ 
crescono o scemano continuamente. Così il diametro 
del circolo è una qnantìtìi co>tante , *mentre le sue 
ascisse e le sue ordinate son quantità varìi])ilì (4*^3), 
clic hanno anche una relazione scambievole ("329): 
se questa non vi fus.se si direbbero indipendenti tra. 
loro ^ Ija porzione finita di cui una variabile x o y 
cresce o scema 9 si chiama differenza finita e si scri- 
ve ( differenza di x ) o Sy { diff'erenza di y )\ 
éosìccliè X '±^» è la variabile accresciuta o diwiniii- 
ta delia sua diiferenza , e è il segno con cni si in* 
dica il cangia mèntct finito di essa » il qnale^avrk ^ 
se ella cresce, e — r se scema > onde i^'^y) non 
significa qui inpkiplioazione , ma la differenza $x 
iy di X -t- y ' ' 

Generalmente [ <p(x ) ), S lf{x ^y)] ec signi- 
ficano la differenza d una funzione ^ di ,v u di una 
funzione di x^y ce: ove per funzione si inten- 
- de qui una quantità composta lU e dì costanti , o 
di x^y e di coetanei, ma tanto generale die rap- 
presenta tutte le infinite quantità particolari che pos- 
son fi»rmarsi con x o con x , y e ton delle costanti . 

822. Sia la curva GH6 con le coordinate AB j^r. 
t BG, AD e p£ , AP ed FG 90. i AB » ir • 
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157. BG =3f r iarà AD= AB -*-BD ^x-¥^se~ x' , DE = 
Da aE = jy ^.-y s=y , AF = AD -4- DP = jtf' ^jr' = 
A?",FG==Pt-*-tó3=y-i-jy=y' ec.; dunque x' — 
x=ix,x''^x'^^x\hx' — ix = i(x' — x)^ 
^ {^x)^i^x = t*x: del pari y_y = 3Y,y' — 
y = ^y,jy — = Ora le quantità. 
ec. dicoósi differenze seconde e ^^x,^^y sarebbero 
le terze ec-, ove si osservi che ^^x è molto diverso 
da Jx"* ^ perchè J'*;^ è la diflereiiza seconda di at , 
mentre è il quadrato della prima $x • Ordina- 
riamente r una delle due difFcrenze prime Sx > Sy si 
rigaarda come costante , supponendo per esempio BD:=: 
^x = TÌF=zYl ec.: ma non potranno farsi coì^tanti 
ambedue, poiché allora sarebbe il triangolo GoE =s 
l^bGf e la curva GG n supporrebbe una retta. 

. Solo per render più semplici i calcoli si h costante 

o ^y; del cesto, o si faccia o no, il risaltato è lo stesso. 

Sia BCt=jf, DE=y,FG=y=:yH-jy=^-l-28>-i-5V» ^ 
yzzx*: verrà %y^2x^sf^Sx* (827), e presa costante 5jc=: 
BD=rDF, sarà S^J» = 2j«*, e I. FG =r -4- 4x50: -i- 45^- . 
Ma se BPn PF=i Jx', avremo — 2.v5jc , 5"> — 

2j«*-+-2xS*x-t-45arJ*j:^ (834) , e II. FG = .v* -t- 4jr5a;-^ 

45a;*H- 2*5*:c-+ 4S*S'a;-^ Ora avendosi sempre 

5a;' = 25xH-5''A=BF-+-PF=:BD-t-DF=:i25a:, se questo va- 
lore di 2^x si ponga nella I., verrà esattamente la II., on-' 
de la I. ove è costante y non differisce dalla II. ove 
non lo è. 

823. Dair equazioni 7'= -y -+• ^^y ,y' =y-»-^/, 

y"=y'H-jy ec, h'=ly-^S"y^Sy'^h''^^'y> 

3*y =iL^*y'\- ec. , si ricava facilmente che presa 
S^x costante, all' ascissa x ^x-^^x .corrisponde 1 or?- 
^ dinata y'=y -+ iy^ all' ascissa = jr -1- ^ix corri- 
sponde l'ordinata y^s3^-i-a^^-4-^*jy» ali* ascissa ^''==: 
X -i- 3^ corrisponde l' ordinata y'" =.y h* ^iy -v- ii^y^ 
i^y ec., ove i coefficienti dei termini son quelli del- 
le varie potenze d'un binomio; dunque in generale^ 
di* ascissa x h- nix corrisponderà un' ordinata Y— 
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teorema m cm paò farsi un buon uso per sommar 

le serie . 

Se IxyZy divengano dai^dy (842), e si supponga ndxrs 
±a quantità' £nita, sarà (Jp2)/i = 00 = n — izz n — % 

= -, ed Y=:>*^ --^ ± -^-^«:.,n«OTOteo. 

rema di cui parleremo altrove. E' chiaro che a può anche 
supporsi infinitesima purchò allora ai ziguardi dx come infi* 
nitesima del second' ordine . 

824. Che se sia ora IH = ,FG = 'j> DE = 
"3' , BG = ec/ premettendo V accento per indica- 
re il progresso dell' ordinate all' indietro» avremo 
'Rc — yy,Gb=:y'yyEa=y'y ec.; onde y — yyss 
' /y — y'y = ^y/y^y^'y='''yec., 0 però y = 

^ ( '"3^ -t- ""'j^ ec. ) 9 altro teorema importante da 
cai sì ha che un* ordinata ^ o in generale nna funr 
zione qnalnnqne di ò Mnpre la diflbrenta della 
somma dei termini che la precedono . Snnfue t*. lo 

spazio Hf , V arco HA ce » tutte funzioni di y come 
vedremo, son la differenza della somma degli spazj 
GI,EF ec o degli archi GH,EG ec, ovvero d'uno . 
spazio qualunque CI o di un qualunque arco CH ec: 
a**, supposta costante S'y^S' y *= S'^'y ec. — i, sarà 
^ y=: $^ {y — l'+y — a -^y — ^3 ec ): in tal caso se 
X è funzione di , la serie ec '"x%"x9'x%x%x\9(" % 
x'" ec. si scrive da oiolti x^^x^ tx • . • • o » 

O I 2 j — y^v 

^>*'*> > I *'*>'I3 ^C'* ^^^ useremo questa nota- 
tone 

825. Come il cercar la diflbrenza d* una varia- 
Inle dicest differenziare 9 così il risalir dalla difiereib» 

za alla variabile stessa chiamasi sommare o integra^ 
re; e come la differenza si indica con cosila som- 
ma può indicarsi con j*; onde o'S'x ,(rS^*jc ec vuol dir 
la somma di cui S'x o S^^x son la differenza. Ma qui 
si rifletta i". che tanto è a-aS^x che acr^x perchè T 
integrazione uop, ngoitf da mai le costanti , onde tuà 
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sìa costante (823), i»i avrà ^^ifrsrfxai ec.! a\ 
-che Sx tanta è differenza di x che di x a y giac* 
rliè (T essendo oo.^tante non ha differenza, rioè non 
cresce nò scema (821); onde l'eguaglianza della dif- 
ferenziale di due variabili non prova già che le va- 
riabili «ouo eguali, ma solo che posson differire d'n- 
costante» la quale sparisce differenziando, c poi 
8i supplisce Boxnmafìdo coli* aggiungere alla somma 
« r indeterminata G ( costante ) da determinarsi secon- 
do le ci'rcostaiize t così c^àf ,h- C , u-^-x — Sx'^ 
C ec. Tra poco faremo sentire anche meglio la ne* 
cessità e V aso di. qacst' aggiuntai solo ossetvo che 
può darsi alla costante una . forma che T assomigli a* 
gli altri termini; poiché se> per esempio, neireqna- 

ìùoiie y siz ax'^G sia b il italpr di che rende y ^ 
si avrà ab -+.C = o, e C~ — ah > onde 

a iJ^-^h^}é fasnamo al calcolo delle difierensB» 
finite k • • 

9<i6. Vogliasi la differenza finita ài at^hx^ 

cy — fz = u', avremo (821) u-^ ^u = a* ^bx-zt b^x 
cy :± cSy — fz ^fS'z = u , onde u — it == J u =t He 
hSx zi: cSy ^ f^z . Dunque all' opposto or {^h^x 
c^y — f^z )=^bx ^ cy — Jz -t. G . 

827. Sia dai difterènziarsi x'^:i=±u\. avtemo a M- 
^u=:{ic^ìx) astt^edu^ — it 1== ^ u = sfc k 

eo.t così Hx^)=^ilx^x^^x\^{x') — 3x^^jiH- 

gx^x* '^ix^ ec. Dunque o- ( =b nx^ ^x-^ n. x 

^x'^ zkOc^) = x -4- CI. Sia costante e i*. 
n = I ; dunque a-^^x =£ (825) ^xa^i — X9' e 

a'v .n à j dunque ^ ( 2xix Sx^) .= 2^^<r^ 
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(Tf^^S e (TJf =— -^H--^ ec. ec; onde sq 

4^^=== V 7^^*^^ ^7<rJC = l( 

^x^ — ix^-^jxf ec» éo. E nel modo Èteaao dalle «et 
guenti differenze del rotti , dei ràdiceli , delle furi- 
zioni circolari ec. « otterraiwo le ré»pettive somme 
che lasceremo ormai di notare , bastandoci di avver- 
tire in generale che per aver le somme biso'^aa li- 
iletter molto «uile differenze , : 

8a8, Si voglia la differenza di — — s u j avre- 
mo u^fu^~--^^u\ onde u'-^uz^z^u^ 

±"|i ' ^^'^^ riducendo in serie questi rotti (aj^) 
e sommando le .«ene, = — — ' — rj^ V». . , 

829, Sia da diHerenzìarsi V^a-h x) = it; avre- 
mo li ^ <5^u — \/ ( a xz±: Sx) = u , onde vf — u =• 

. = //(a-t-A^tcSAT) — '/(aH-Ar); ma ( i(Ji) V(a«+ * 

dunque iu^-^{a^x f ^{a^x f rt 
«c, = rt ce. Del pari , . , 



I 
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V( ax^* ±»^x Ij-^J -^^ cioè ridii- 

' 

cendo in serie i tre radicali (i6i) e poi il rotto che 

ne risulta (a^S)» H — ' — ^ i • ' 

2x ( a* :c* )* 
— • ~ 4-» - ■ - — — "J"" OL» 

830. Sia da differenadarn senx ù cosx. Sdppo- 
«to j*f-4-^j^ = »,^e/ijr-i-^ («enjr) = ««Ji» e co* ^■^• 
J^ ( co5 ;^ ) = co5 2; , si avrà S'isenx) :=isenz — senx= 

(6zo)9.seni^x cos{X'hlì'x) e ^{cosx)=:2COS'z — 
cos X =^ ióùo) zseni^x sen^x-^i^x y> Si troverà 

sen. 

nel modo stesso (6ao) ^^(^'^^5'^) = — TiiT^^j^^ar] 

Anc^e in altro modo posson diffiesenziarsi sena; ecosx. 
Finché filttO maaSu, avremo tt-4-Jtt=«e«(:c±5"ar) — n', 
onde tt'^'i»:slfu=s feii(«qp^«)-- «eìt»: ma (614) ^^''2(«=^ 

x« \ s sen»co9 ± sen Sxcosx, e w«da? =: d*— — • • 
-i— ee„coiJ»a:i-^H-;^^ec diinqoeyi* = 

• ^ * 9x*9enX tx^COS» l^*^**"** -.^ n^ì nari 

2 2.3 2.3.4. 

volendo U differenza di cosxzzu, verrebbe Su gos{x ± 

^o««:= — co^aH- coj«(l-»-^ eiC. ) tei» « ( ^x — 

_ ee. ) xipìxtenx ——4"** cos« ± — 5^*' Sfinx ec. 

831. Sia da differenziarsi Zarrztz, incendendo per l il io- 
sacìcmo naturale di x, avremo uri-^i*=:/(**:5a?) — «'on* 

' deu'— 
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d* — a = Ju=/(«±J«J — i*=:Z(l± — ) = (303)±- — 
— s ± — ; — ec. 

a** 3*' 

832. Vogliasi differenziare una quantica con «ponente 



77IX 

variabile o V espownziale a' = u; avremo u-4-S'u =: • . • 

mx-ditti^x 0 ' * f «V mx±m^x mx 

a =tt y onde u --'UzzSu::ia —'a : ma 

, . mx±mìx mx ±m^x . ±m^x ^ ^ , 
(143) a zza .a ed. a zz:i±mdxla^ 

^m*Sx*L*a± ec. {30^); duoque — a'"^ ( i ± 

m5"xZa-+- ~OT*Jjc*Z*«± ec. ) =:.± wa'"'^' S'orza m^'a'^^^ X • . 
2 2 

ix^Pa ± ec. 

833. Con egual faci] idi n diiferenziìino i pro- 
dotti di più variabiii x^y ec Ma si osservi che se x 
cresce mentre y seema; dovrà sostituirai ali' uno x 
^Xi all'altro y — ^yi e se scemino ambedue nei tem- 
po stesso» ad ambedue si sostituirà x — fx^y — iy 
(821): noi supporremo che nel tempo stesso cresca- 
no ambedue . Voglia differenziarsi xy — a j avremo- 
Zi J'a = ( Jt* i'jc ) -i- ) = A-jy H- x$^y -4- yS'x 
S^xìy := IL , onde u — il= S^u = xjy -+ y^x H- ìx$y . 
Così si troverà S' ( ^^at' -^-hx'^y -+ cxy* -+ my^ •+ e*** -4- 
Jxy ■+ gy* -+ hx ny k) ^ { 3ci.v* -4- 2bxy -k- cy^ -4- 
aex -^Jy -+h) ^x-+( ^ax -+- /vy h- c ) S^x* -+ a^A?'-*- ( Z)Ar* -h 
Qcxy 3 my*-i-fx ■+2gy n)^y -i'( ex -+ ^my H- 5 ) ^3»* 
m^y -h (aòjif -f- flc> -4-/)*jf^j/ Wji^j;* e^x^y* . 

- — ^ ec* 

834. In fine ▼ogliasi la differenza seconda ^ ter- 
za ec. di x^ supposta ix costante (822): la prima 

'cUlIereriza è n^r'*"^*;^^-».^-^ jr^^^^-v^H-n.^'- r. 

pp 
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'^^x'^'^^^x^ ec. ( 833 ), e tatto 'si ridurrà t tro- 
v^r le difTerenze di j^"""', x*^"^^ yx^"^^ te. Ora i*- 

— I ec, che si moltiplicherà 
per n^x: a*. ^ (Ar''"~^) = (/i— 

2)^— jf'*""^ Jjr* ec. che si moltipliclierà per fi>< 

* • 

.^-^^^ 3°.^(;r''"2)=(n-3)^''"^4^^ec.che8i 

moltiplicherà per n . , ^jt^ ec, Fatte r ope^ 

* 3 

raziouii la difièreaza seconda s^à n(n- I * 
( n - 1 ) ( n - a ) -3 J a; ' -t- n . ~ • ~ ; -'-^ Sx* 

ec. , e col metodo stes.'^o si avrà la terza , la quar- 
ta ec. : così essendo ^ (a-') -~ 2.v<5'.v h- ^.v* , sarà 
( X* )=:2S'x^ \ ma non prcudondo costante j .v, si 
truvcrk ) = i»^,v' -+( 4^.^-1- J \v ) (J^'.v. Nel- 

• la mcdei^ima ipòtesi di $'x costante, si troverà che I9. 
'di(r<$renza seconda di xy ( ricordandotii che $y di-? 

835. Riguardo alle fonzioni p (x),f{x.y) ec. (821), 
poiché la ditteienza di qualunque fanzìpne di « , dt > ec. è' 
come si è viiito finora, una niiova 'funzione di x, ài y ec. 
moltiplicata per , per Sy ec. , avrettso 5 [ ^( ^' .v), 
h [ nx,y)] — ^{x,y) f(x,y) «c", dcl pari Ì*[^(«)J = 
presa 5jp costante ec. 

Prime Regole (k* Jue Calcoli . * 

■ • 

836. Una grandezza variabile. Q ha per limité 
un' altr% ' grandezza qàando G o sempre " cfescendo 
o sempre seemando pob ^co^arisi iti valor di L ìnr 
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. definitamente d ad arbitrio , waUtA, poì%t flai eg^a- 
filarlo di fatto (512): cod se 6 accostandosi ad Ci 
giunga a difTerirne della quantità «a» sarà G = II- ai , e 
tanto più si avvicinerà 6 al valor di H quanto più sceme* 
rà Ci) ; cosicché se divanisse « = o , si avrebbe realmente 
G = ; in tal caso Ci si chiama il limite di G. 

Onde 1°. per avjre il limite d una grandczz.i , bi- 
sogna Jave zero la differenza tra essa e Ui grandezza a 
cui sempre si accosta: 2°. accostamlosi G alle gran- 
dezze L,A lino a diflferirue delle quantità / ni 

. avrà G = L — /, e G = A — ^> onde L- 1 = A - \, e 
&tto /=^o, x«=09 saranno L>A doe limiti di G, e 
verrà h -^.A, cioè i limiti d' una stessa gràndezza Q 
sono eguaiii 3^ Se le grandezza G»r conservando 
tra loto la stessa invarìabil ragione in i n ^ si accosti- 
no ad li 9 A fino a differirne delle quantità / si 
avrà G = L -Z» ri=:A - X, ed L-/:A-X:smjn:i 
G:t> cioè se G,r si accostino proporzionalntcnte ai 
limiti L , A » /e grandezze e i limiti staranno tra loro 
nella stessa ragione : 4*. una grandezza G contìnua- 
mente accosta idosi al limite L, può rìgudrdarsi ( .<ti 
basti una certa approssimazione ) come igualc ad li 
quando à giunta allo stato che o immedl^Ltanii^nie pre- 
cede /' eg. agiianza perfetta o ne è anche un poco tu 
remoto, conseguenza che taU^olta ha luogo nelle >to.s- 
8% Scienze Matematiche, come nella somma delie se- 
rie convergenti ('291)1 e ne ha poi moltissimo in tut- 
tt) le scienze fisiciie: 5^. poicttè la grandezza G si 
può tanto accostare al limite L da giungere a diiFe* 
tirne inassegnabilmente » ciò che si dimostra di G flag- 
ra dimostrató anche ii L. ' 

837. Ora il Cxlcolo difertnziaìe è il metodo di 
trovare i limiti dulia relazione tra le diffr^renze del- 
le quantità variabili: il metodo inverso che consiste 
nel risalire da questi limiti alla relaziona; stessa del- 
le quantità, si chiama Ca'colo integrale» AicuiU ei«iU- 
pi renderanno chiare queste nozìmi ? 
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i66' ^3^' Condotte nella curva A^lm V ordinate ^ 
P3I,pm, la corda mM proliino^ata in S, ed Mi- pa- 
rallela ad Ap , sia 1* arco AM = 5 , Mm'/n =: » 
AP = X, PM «= jy,Pp = Mr == r = ìy.^ onde 

.Mm = V(^;r*-^^y): è chiaro che ^>:i^^^f^^2D . 

e che quanto piiì m si accosta ad M , cioè quanto 
pib scema S'x » tanto meno differiranno tra loro quel- 

le due ragioni^ duuquo la ragione ^ ^ il limite dell* 

altra (836). Similmente condotta ad M 

la tangente MT> i triangoli simili MFS, ;nrM dan- 
M? mr ly . MP' MP s MP ^ 

"^M =;M = ^ P^'^^^. Pf > PS ' fT > 

^9 e quanto più m si accosta ad M> tanto meno dif- 
feriranno tra loro le due ragioni ^ » dunque Tu- 

na è il limite dell* altra , e per determinar la prima 
basta trovare una nuova espressione del limite della 
seconda : così se AM'fi è un circolo dell* equazione 
y^s^&ax-x* (4Z8), presa la differenza (Sa^) Qy^y-*- . 

K K».! vS^y 2« — 2* — 
ty ^Q.aix-iixix-ix , sarà — j^Tjljy""» 

quanto piìi scemano ^x^ìy^ tanto più la ragione 
si accosta a quella di — = — — j dunque 

^~ è il limite di dunque (836). = 



, e però PT = ^^, come già n sapeva (4^8). 

839. Per convincersi poi che S^y^^x anche di- 
venendo zero» «erban crs^ loro una ragione» ria ìy =5 
a* '^x^t^^ssmd'^x^ e si supponga xssd: in tal 
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ca^o si avrà J^r a o e =: oi eppure intanto 

a*— se* 

s a -t- Jr a: Sìa , Similmente se nel trian« 

golo PBE sia PB iz , BE 1= 6, e suìl' ascissa BI — 
.V si conduca V ordinata IG parallela a BE , si 
avrà PB (a);BE(6) :: PI ( a — 4(f):IG ( j ), onde 
ay=ab — hx\ e prese le diiFerenxe» osservando che 
V nna delle cbordinate scema mentre 1' altra cresce » 
sarà =1= afy s=s bS^Xf ovvero a^y s=i h^x^ e però 

^ s » cioè le difTerenze ^y , J';^ anche annullando- 
si» come avviene in Grl, conservan tra loro la ra^ 
gion costante hza delle quantità primitive y^a — x 
a cui appartengono . Tale è V idea che bisogna &rsi 
dal calcolo differenziak ► 

840. Quanto ali* integrale , egli è 1' opposto del 
differenziale (837) ed ogni integrazione esige l'ag- 
giunta d' una costante ( 825 ) . Per dare anche di que- 
sto un' esempio , sìa OD una linea retta o curva eoa 
due coordinate HC = *',CD = v in angolo retto, e 
presa Qc=^S^Xt si conduca Y ordinata cri = cr ni = 
y^^y; è chiaro (824) che lo spazio Cd sarà la dif- 
ferenza di qualunque spado corrispondente HD, l'ar- 
co l>rf di qualunque arco corrispondente OD, la su- 
perficie descritta da Di della descritta da OD nella ri- 
voluzion della figura snirasse HG> ti solido genera- 
to da Cd del solido generato da HD ec* ; cosicché sòm- 
mate secondo il bisogno queste differenze » il calcolo 
integrale determinerà la quadratura degli spazj, la 
hin<Thezza delle linee e la dimensione delle superficie 
curve, la cubatura dei solidi ec. 

841. Supposta dunque per ora OD una retta, 
sia Pl£=a e la normale HO=:6ì avremo perciò ai^ 

biia-i-x i'^ = —'—^ , onde differenziando , ^jy = 
e lo spazio differenziale C(is=Gr-i-Dfi=:^^X; 
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la qoadratora di uno spaiio corrispondente HU o PCD» 
bisogna integrar qaest* ultima equazione: ma ira^x =3 

5»* 

aac e <r( jcì^t * ( 827 ) ; dunque T integra* 

le completo con V aggiunta della costante 8aràd'(G^ = 

( a*+ -^)'^0. Ora come T area del trajieaio HD è 

diversa da quella del triangolo PCÌ3 , così la costan- 
te G avrà nei due casi un diverso valore: infatti il 
trapezio è nullo quando l'ascissa è ridotta al puntoli, 
cioè quando x=o; ma il triangolo è nullo quando T a- 
scissa è ridotta ai punto P , cioè quando x ^ a = o 
ovvero jir = - a i dunque supposti nulli i due spazi a 
costituito neir integrale il doppio valore di Xi verrà 
I*. oso-4-C> è però C=o; a*. 0 = - b(£i-ia)~h 

Ci e petòG = 2?j onde #'(C*i)=HD=^ ( a -f 
■^) = 4(^**"^)*comebeàft8apova(5i2) e tf-(C<i) = 

PCD=~(a-i- 1 )-4-^3»i>(a-H*jr),come pure si 

sapeva (515 ) • Tale è 1 idea che bisogna fari>i dei cal- 
<^olo integrale. 

. 842. Ciò supposto # si è convenuto di esprimere 

con ^ il limite della relazione o ragione ^ tra le difle- 

ronzo prime delle variabili ^fXt con ^ o ~i i limi- 
ti delle tagiooi 0 tra le lor diffisrenae seconde 
ec.; % i termini, (£v>i;i^ del limite v si son chiamati 

ax 

diffèrenziall del prini ordine 9 i. termini d*y td^^^dx^ 
•dei limiti » dijf<acaziali dd seconi ordine ec.j, 
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linde dilfcrenzìdr .U quantità signi&oa ora.Garcare il IW 
i^ite della ragione Ua le loir diiFereoze; e diceai quan^ 
tità e4 eqapLzione differenziale quella che nasca daU| 

differenziazione . Ali incontio il carattere osegnoyposto 

avanti ad una dificrenziale , indica somma o integra* 
zione. Del resto molti Geometri a cui piace di abs* 
braficiare sotto il comun nome di Calcolo Infiniteù^ 
tnale ì due Calcoli di cui trattiamo , concepiscono u- 
na variabile aumentata o diminuita d' una quantità in- 
finitamente piccola dy o dx t e chiamano dy,dx infì'- 
nitamcnte piccoli o infinitesimi del prini ordine t d 'y ^ 
d^Xydx^ infinitesimi del secondo eo. , riguardando in? 
tanto r integrazione come il ritorno dagli infini|:esimi 
ai finiti . Altri danno a dy » d*y , d^y ec. il nome di 
fiusùoni del primù 9 secondo , terzo ce. ordine 9 e chia- 
mano fiuen$i le quantità che si rìt^vano col calcolo 
integrale. Qneste idee ed espressioni, benché poco 
latte» sono assai comnni» e noi non làscerema di fiir^ 
ne uso dopo aver derivate dai fondamenti già stabiliti 
le prime regole dei due calcoli , nelle quali supporremo 
tutte le variabili crescenti, giacché in caso diverso 4 
sa come bisogna condursi (833). 

843. Abbiam veduto (83Ó) che il limite d'una 
ragione si ottiene col fare zero la differenza tra essa • 
quella a cui sempre si accosta. Dunque i". per diffe* 
renziar ^ ax=U9 si avrà SiL =iaìx (816)» onde 

y^=:a, ove non e.ssendo differenza alcuna» sarà. a il 

òx 

limite di e però anche ^:s=a»eÌ4=^a4^.Qiiia< 

■ 

di per differenziare a* ^bxri-cy^fo-siUf sarà .(826) 

Js , , , '1% di da dy 

ji dejjboo. cUvcuii» , diwguc ^^l>-+.^^ 
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e però du = hdx'^cdy •^fdz^ cioè le variabili al 

^rimo grado si differenziano come nel calcolo delle d'if- 
Jercnze finite, sostituendo ad esse le lor dijferenziali c 
scancellando le costanti se vi sono . 

844. Dunque II", per difierenziare x su, avre- 
mo prima i'ttssiMf" ""^^jr-m.^— jr"*^^^*«c.(8a7), 

onde r- =nx -r— ce, e poi tatti 

^4r=Q» verrà ^=124?"""^ e dti=^nx'^-^ ^ dx d^è si 

dlljcrcnzia una variabile a qualunque grado diminuendo- 
ne t esponente d' un unità e moUiplicandoLa per il pro^ 
dotto delC esponente primitivo ndla sud dijjèrenzliLlc; 
cosi d{x^) = 2xdx yd{x^) = ^x*dx ec 

845. Da ciò si raccoglie che 4£[V (a-4-^)]=3 

a dx 

d(a"¥x) = —„ . come può dedarti anche dalla 

dottrinadei limiti (i^9)%dW{ay'¥y^)\^d{ay-^ 

y* ^"^^iX^ip] ' ® generale dW{ax^ x*)ì = 

( et— Ix \dx 

— — — r, cioè si differenzia un radicale del gra- 

do m dividendo la differenziale della quantità sotto al 
segno per il prodotto deW esponente m nella radice m 
4i questa quantità alzata alla potenza m — i . 

846. Dunque IIP. per difFerenziare xy—u^ si 
avrk prima ^ii =s x$y -f y^x ìy^x ( 833 ) , onde 

— ^--^ =y-^ h > e poi fatto (J> = o , verrà -^^7^ = 

y* t duzss:xdy:Jhydx9 cioè si differenzia un prodotto 
di variabili so(ft$iando i prodotti della differenziale di 

ciascuna 



\ 

\ 
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c'uisciiiui vdi iahile per tulle C alivc : così d{z^{à) = ^^dz 
Z^dp H- s^vi w ; i/( .V ^-v ) ^ 2*yx'd\' ^ x ' dy , ce. 

84^. Dai die sugue che volcudu di^Tereaziare 

— =3U, si avrà x=ity ^dx^ -~ H->t£tt e ifu = • . . 

y y 

( 833 ) ciuò si dl^lrmzia un rotto prendendo 

il prodotto del denominatore per la differenziale del nn- 
mèratorc f sottraendone quello del numeratore per la dìf- 

Jerenzidle del denominatore ^ e dividendo il resto per il 

quadi*ato del denominatore: così d^^^sz^-^i *^^£rx^ ^ 
L_ • dy = r — /} — -"T, » come nsulta aa- 

cora dalla consueta dottrina dei limiti ( Bafr. Sfl^ ) ac* 
848. Dunque IV. per differenziar sertx e cosXf 
fatto nelle formule (830) j'ji^ infiaite&iii^ , svanirà 
in confionto di 4r e sen ^x n confonderà txm 1* arco 
(629); dunque d(senx} = dxco8Xy e d{cosxy=^ 
dx sen x , cioè si differenzia il seno o coseno li* un ar- 
co jnoltiplicando la differenziale delt arco positiva o 
negativa -nel suo coseno o seno respettivamente . 

Parimente potfo senxzzii, veiià prima (.S30) $uzz^xX 

sen X • $x sen x . » ^ 

cos«<^^— » — ec onde r- = cos «--ec; c poi xac^ 
^ Ix 2 

to. jop = o I vecrk ' ^ duz^ d (sen xìzzdx cos x\ e tf (cos x)^ 

dx. 

dx sen x ( 830 ) . Cosi d ( sen^x ) 1» sen"^^^ xdx eosss% 
d ( sen mx ) =1 mdx cos mx',d[ cos mx )z=— mdx sen mx\ d{sen «X 

COS x)^dx cos*x • dx sen^x dxrcos 3« (óai) » dy — - " ^ 



d(a*«^5seR«P;= — ce: e A Offcrn che 

2y/(a^—òscnx) 

il raggio non fosse i ma a, avcebbe iempce tnogo U reg«« 
la dau altrove .(^op). 

Qq 
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849. Dal che (ti ha i». d{earj^x) z=: d^J^'^ = {841) 



1 = (610 2^d(co^»)=d-i~. 3- 

— dx , — dx , . ^ I 

coiJp \sen.x' senx *' ^ ■ ' 

d{ I — cosx)z=.dx8enxi6'',d{cosv.x j~ci( 1 — ie/2*)=: — 
cos X . 



850. Onde se « è un arco qualunque e p il suo sen« 
o coseno o tangente e^^^jora r. d« = d( arco £Z eia seuQ 

* ' • # \ 'di cot x) — dn ^ 

co*» .d(*tfca:) _ d{secx) ^ ^ 

— ' — — yr—x :6 . dx:::^ 

tang» secxti/(sec*x — 1) py/i^y" — I) 

,/ V —5e/i«.d( cosce*) 

a ( are. coscop ) r= — ^ — . ,• . 



cof * 

d{ cosce x) — do 



:2^,dxzzd {are. sen v.p) 



cosce Xfs/ {cosec*x — I) p*^(p^ - 1) 

senx v(2p — p) ^ , 

tr-d(co#v.4p)_^ ' <fp 

cosx \/( 2p — p')* 

851» Dunque V*. per diiFerenziarc Z* = m., si avrà pri- 
ma (831) ce, onde ec, e poi 

latto J*=o, verrà , e u'a=:d (/*)= Ì\ctoè srd»/. 

dx X X 

feréfitia il logaritmo d' una variabile divl^lc/ido per tssa la 
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tua dègjw'enzìqle ; e poiché si ha dxzzjcd(lx), è chitro che 
la dì^ercnziale una quantità x h il prodotto di essa nel»-, 

la differenziale del .stia logaritmo , il che da un nuovo me- 
todo di differenziale . Si noci ancora che per ua sistema del 

Tndx 

modulo niy si avrebbe d[lx)zz j ma noi parleremo dei 

soli logaritmi naturali il cui modulo è i: così d{lx"^)7iz 

d(nix)=i"± i d{txy)- >^J±±'k., d(i ±] -y±-^ , 

X xy ^ *y 

( 847 ) ^-'^-^rj 5 d{coslx) = (848) — dlxsenlx = — 
— ^e;z Ix ce. Del pari volendo diftereaziai: potenze di Ioga* 

■ 

ncini|8i tfoverebDed(2 jr)=r (S40)irZ x.- \d{x i Ar)=: 

(844) m a: dxrx^nx dxl x=zx dx l xX 
f n '•h mix): e per differenziare un lagailrmo di logaritmo 
come Ilx=-Uf si farà lx:^t t sarà llx:=^ltzzuf onde dxzz 

dt ^d{lx) ^ dx . , 

t "~ /jT "^Xlx' * 

852V Dunque Vl^ per differenziare a si avr% 

prima (832) Zuzil ma Ixla^ — ec. , onde -~ zz 

ar \* . àx 

mx. m'^a"'^^ xl^a . r ^ da 

ma ZaH ce-, e poi fatto d*= o, vena -,- =^ 

mrt la t dtizr: ma ' : onde se sin I I S'28 1 8 (.poj r= 
/f, cioè se si chiami c il num<iro il cui logaritmo naturale 

e d(J^)=zdx( so'^). Del pari a(:f^).=.(85l )../2/(y;p) = 



( (i[y/jp ■+ — ^ ) ; e per differenziare |(Zr.«*j>o/i«WflZi 



» 



)( ò^^ x 

cortei' ordine^ come si farà = * e «ara zz x ^ 

li, onde ar'tZ(iZA-)==/'<i(/-/x:) = Jr^*[jM^-^J^*^~j^ 

2-]^J =^V(j.Wj.-4-^Ji^H.Ì'); «e * = ^= e, sari 

e* c* 

d (e ) x:: e c*Jz; . 

853 Dunque Vir. la differenziale primn clclle funzioni 

(mI;'-+2WArjF(c7j/-hje*), ec: e U seconda , prendendo co- 
stante dx , Siira dx^p"(x) ec. (835). 

854. Dunque V^ll^ per differenziar la seconda 

volta jf» = a, o per m>varuc , presa dx costante, la 
difFerenziale seconda, si avrk primieramente (834) 

^♦tt=n(ii— I ÌJ^^'^^i^jr i)(n-a)*"'^ i^^v» ec. 
onde j-J^ = n(n^i )4f'*""^-+h(n-i)(ii-a)jr''"^^Jr 
ce, 0 poi fatto ^j^ = o, vena ^^'^v'* — 

e rf*«=n(«— l)Ar''"^^rf;if*:co8Ì = ai*»*; 

) = ó^-if;^* ec. Ma se dx non sia costante, sic- 
come ( A' ' ) = 2Xtijf (844) avremo ti? ( at* ) = (f(2,Vtiv) a 

(846) 2dx*'¥^xd*xv in generale, poiché <i(jf") se? 

nx'^^iixy sarà ii^ (j^")= i (n;^''"^ ) = « ( n — 

I ) s^'^ ^ dx* HA?" ' 'ti*Jtf . Similmente essendo d{xy) «te 
A\(V J'^^-^ > «arà ( Ary ) =: xd^y -i- 3.U.f); yd^x ; 

d (^) = dx'+^^^—^^i-', e in generale , suppo- 
sto Y = ax'^y''-^bxPy'^^tc., dY = Vdx ^ Q ^y = 
( cnny^'x'^ ^ ' ^p/j^P ' H- ec. ) tfjif H- ( flnj^'"^''' ^ ^ 
hqx^y^ ' ec. ) dy , onde ' P =s= amy^x -4- . • . 



)( 3»3 )( 

te , sarà dP = [iim(m — ■+ hp{p — 

l)y*i'-'*w-ec.]i*-*(«iiuw"'~y~'-(.i>p|*i^' X 

^-i- ec. ) lijif H- [an (n — i )x^y^'^'^ -¥ bq {q — 

I ) A'^ v*^ ^ -4- ec ]t^v; d' oiiue c fucile di avere il va- 
lor ii\ . e Y =dVdx -Iva* x-^dQdy^Q.ry , e si vede 
frattanto che il coeiHciente di i(v in dV è sempre lo 
stesso del coeilìcicnte di dx in dQ . Prendendo costan- 
te dx o dy^ vanno a zero i termini ove è d*x o d*yl 
e coi metodo istesso sì hanno le difFere&ziaii terze ec- 
855. Da qaanto si è detto facilmente si compreu- 
deranno le prime regole del calcolo integrale : co- 
sì J^dx s=s flJT H- C ( 843 ) ijnx'* '-^dx=tx''-hC (844}., 

X rfjr = — -4- C ; dunque fatto n - i « 

M^dx^—j^ G> cioè si integra ma dif^ 

Jirenziale monomia decrescendo d* un unità ( esponenr 
te della variabile 9, e dividendola per la sua di fferenzia^ 

lemoltiplicataneWesponenteaccresciutoicosìJ^^^~^:=t 



2 — u.Hv ='^(«-^*)-»-G(845)ec. 

856. Nel caso però di m =: — 1 la regola aofl ba loo» 

go, ma alloca «'^^ djt * ^ cl»r:^^, e gì sa chej^z^lx-^ 

C (S^i): ciò si avverta per' sempre. 

857. Talora 5Ì integra più facilmente per mezzo 

d' una sostituzione : così volendo a I x^^^ dx { b 
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x^y^ 9 fatto b-i-x^ = z e però nx^^^ dx = dsa ed, 
x'"- ^ dx= - , Terra « /— — = -r'Zr7\ 

/j ( OT^iy — ^ Biiogna però preparar» «e oc- 
corra , tali sostituzioni : così dx y/ (a*4f *h- a?* ) e ( 3a a- ' h- 
J^x^)dx'^ {ax'+x*) si ridurranno prima a xdx\^(a'^ 
jp*) e a ( ^ax* H- ^x^)dx>/{ax^ x'*)^ e poi f.uv ) 
= » e a/ (oJtf' -+Ar*) = z, si integrerà ù- 

cilmente. 

858. In generale / x^\ix(a^hx"^Y può aversi in 

tre casi: I'. se r è numero intero e positivo ; poichò svi- 
luppando la differenziale e integrandone ciascun termi- 
ne, si ha J'iarx''dx'\-rar^Hx'^'^''dx^ec.) = G^ 

a X ra bx , ^ , 

— — -j — I -7 h ec, espressione finita 

nel nostro caso ( 156 ) . Il*, se n= m (ch- i ) — i , es- 
sendo c zero o intero > poiché &tto a bx^ =^ z , x^^^ * 
— »^ cÌAr==— ver. 

IflD 

« 

A f f/'dx id'+bx'^ f= --i— fzTdz {z-^af, che svi- 

lappato s' integrerà (I°.)-JTT". «e n — - 77? (c-f-r) - i , 
cioè ji Hr mr = — me — i » essendo c intero y poiché 

rfj^<t-l.tfjr"~'''y , e fatto h -t- rt,V*^'«==:s,Ar~"'"s=:.. 

— , .V *d.r= — ; -r-, verrà 

a • .'«ti - 171 [ z • ù ) ^ 
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)( 315 )( Fic, 

/l ' '"'dx {b-^ax~"'y=à^fz'dzie- bf-': cori 

— ^ , n mr = — 7 = — 3c — i, onde c = a j quin- 
di— a^J= j ^ 



3 



859. Iniine è manifesto che 
C 9J tijtf ^enjr =- co JjK'-fC (848) ec. . 

C ( 85 1 ) ce, i comt. pure j^ffdMla =: a*H- C ;y#^ ( dy/;r -f- . . . 

y^(-«">j)/{^>>)=/(*f*>) (iJ53). Tia poco daremo 
altre regole del calcolo integrale. 



APPL/CAZrONlDEL CALCOLO DIFFERENZIALE. 

Tangmi . 

86t. Dei problemi da sciogliersi sopra un.i curva , il 
più semplice è di conduire una ca igente a un punto ^clla 
medesinu, Qi;i aW?i|iiao gik wovato che se fiia ^ at, 
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16;. PM=>t AM=*, Ve ragioni i. limiti di |^ e di 

Vi^^'-^'yll r.^si' dunque A - 1^ ^! ^ ^v^^ ^JltÌ?!> 

(842), e la suttangeme PT=:~- ; 1* elemento della curva 

AMrn o Viirco infLn'tcnmo Mm = y/ ( AI-* rm* ; = rf« = 
V ( ci;c! -^.c/^^ ; la faa^.vit» MT V ( P'VI* PT* ; == 

iV(£?y*-hd;r*)=i-^i^ - *l ^^rmale PN = 
dx 

^^??=:/2; e se per A si conduca AQ parallela a MP, si a- 
dx 

>l5 - ;c ( = AT ) : : y : AQ = Con ciò 5Ì u o- 

dy dy . aX- 

vano i vaioli di queste vati* linee in ciascttna curvai ri- 
cavando dalla sua e^uazion diiFetenztata il lulor di ciascu- 
na formala differenziale , e per avere gli asintùti facendo x 
infinita i» AT,AQ. Ecco gli esempj. 

862. I. L* 'equazione al ci«colo è ^*r::a*— dunqne 

indica che )a «attangcnte dcv' esser presa nel senso stesso 
dell'ascissa, perchè nella coscruzion della formula si è pre- 
* sa in senso contrario « e daU* equazione 2ax — x^ si è 

' • • - ^dy 

/ avuto un risultato positivo (S38 )): U sunnormale^ = — 

iri la normale VC^^H-ì^^ ) = = « = al rag- 

gio, come dev* «Mere \ T arco Mai =:*^(djr*, -4- ) ■=;ì 
mdx ^ _ ady 

II. Nella parabola ,y=zpx ; dunque*^ = ^ , e = 2jr * 

III. Ncir ellisse, - ^( a* — jp* ); dunque ydy = 

Or 



IV. 
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IV. Neil' iperbola , / = ^ (2a«^ **) ; dunque .^^r: 

« da? 

-j e -^—^ . Si ha ancora AT=:*^ 

»==-—--- j espressione a quando » è infinita $ come AQrs 

({aesdi valori di AT^AQ danno gli asintoti (?72). 

V. Nella logaritmica, « = AZo^r^(288) e dx^z-^^^on- 

yétx ^ 
«a • = A» e però la siutangento ttguaglia il modulo • 

b(^3. VI, Sia =a; ^9 «i avrk/t/«-i- = 

mZ)' , onde (8^ i) = , e la suttangcnte ^— =z — . Tut- 
- X y dy n' 

te le curve rappresentate dall' equazion generale y^^ zz x, 

^ si chiaman parabole qoando m , n son positive : se 

m::r2, nn I , si ha3'*zzaa:, equazione alla parabola ordina- 
ria; se m =3,71=1, si ha ;/'=a^x, equazione alla prima 
parabola cubica% se m=:3,/i = *2, si na j^~a**, equazio- 
ne alla seconda parabola cubica ec. Cae se it è negativa , 

le parabole divengono iperbole la cui equazione è y"^c: 

/l mH-'n « . ^ n m m^n 

» S =-—• > Cloe X y =za ; ende la sut- 

X 



tangente di queste curve è in generale , cioè de* 

n 

prendersi nel senso stesso delle ir. Se iiis:»— I, si ha Ti- 
perbola ordinaria la cui futtasigence z= — « (776). 

VII. Nella quadratrice, prese V ascisse dal ccntr© • 
condotte mp infiniramente vicina ad MP , ed mr jBV paral- 
, lelc ad MO, ai ha mr{dx): rJVl ( — <i)r)::MO (*j:OT = H^' 

— e poiché (Z93)y z=:xcotcx t dy ixcotcx — 

viene jr-+OT=;CT= — 5^- : w VB Ì9onex)i. 

sen. ex sen^cx ^ • ' 

Rr 
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''^"*BC(0::OM(«);MG=^— — i dunque CT = c • CM* a; 

CO 

Viiu Sia la curva aQ a doppia curvatura: poiché in cg- 
i« oc e 5 . ed y e a -Lbo2 ) , divei;ra — =: V ( -i- 
dy^). Così se le sae equazioni sieno ^ =^ px^z^zz qy^ ver- 

^ c -+ iiy- ) = (/« /» dunque Ut «uttangen* 

j . j 8<54. Siano due curve BIOC,BMA tali che prolttngan- 
^ ' do P ordinate OP della prima fino alla seconda, la retta MO 
sta una funzione quaiunque deli' arco BIG « e debba condursi 

la tangente MT. 1 -ma i no T ov-l tata infinitamente vi^ 
cma, ad iMP, ed M- p;ii .;Ilela villa tnngc.irc TO : ùrio 13TO — 
s , MO ~ a, j>ara ( 041Ì j mr du , n\I Oo ^ ti* , e ; ; 

uiOX^ ~i- , che Ue:e:iiiina il uuuto V. 

Ma per esempio iizz — , saia aun;^ , ed ^ -7- 

a a w * 

«zzBIO. Se BIOC è un arco di circolo, AI^IB'è uoa cU 
cloide, cEè se sta ordinaria , ha una i;o8cr azione più sempli-^ 
ce; poiché eMcndo MO=:BIQ=;OT»9l ha T angolo TOP 
2tO? (418. 41P) =2TMO (435), onde BOP = TMO, ed 
MT parallela alla corda OC, è tangente in M . 
14. ^sggio CA descritto un circolo» sia una 
curva CKM rale che condotto ir raggio CMN , la linea CM 
sia una tunzione dell' arco ADEN ; condurre una r.mgente 
MT al dato punto M. Immar^ino due ia\!,<rì intinita iicnte 
vicini C\lN,Cm;2, c il picC;)lo -ììCo Mr «ìc.^critco dal cen- 
tro C col raggio CVf, e C'^nduco CT pei [Kndicnl;»re a C\l 
Sia ora CM — ADBN ~ ;r,CA =: a, c si avrà a : y :i 

N«(i/;t)jMr zriif, ed m ( ^/ ) : -^-^ ; : jr : ÌST 'JS . . 



< 
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Sia PCI* esemplo v = ~ , la curva CKM sarà la spi- Ho* 

ralc d' Arcbimede, e si avrk = — , GT rz'^^i ^ 

dy a a 

OEQM. 

Sia la spirale iperbolica y in cui xy^àh% siavtk Ttdy-^ 

866. Nella spirale logarìtmica , ove 1' angolo CMT è j 
costante, inin>agino i raggi infiiiitamenre vicini CAl,C/«, c ^ 
descritto dal centro C con un raggio CN un circolo, fac* 
ciò CM:=^y CN=::<2, e segnato sulla circonferenia del cir- 
colo un punto ibso A » suppongo l' ascissa AN =: « > il che 

mi da a\d»»' >5Mr:=:*^ — . Sia tangVimr -zztzn — r: — = 

i^=-^^- onde ^^■^^^à{ly)(Ì<,xy. dunque \y=i -*--». 

mr ady at y <ìì! 

C. Ora quesc* equazione fa vedere l*'» che la spirale fa un* 
infinita di nvolu7Ìoni intorno al suo centro tanto per accc- 
' starsene quanto per allontanai scnr^ ; i-cichè in luc g:) di x 
può sostituir.si succcssivamerte -i- 7r , a; -i~ 27r , ec, 
3r-i-*, — 'iTT-i-a; ec, essendo Jr la circonferenza A^,JJ; 2** 

che feccndo Q:=.IC\ si avrà = — Zc (S52J ovve- 

ro '^■=z r ed^^iC'e'^^j dunque nel punto A ove «no, 

ti ha CD=rj^ = C: 3\ che 1' ascisse AN crescendo in prò* 
gressione aritmetica «>2«» 3» ec.» 1* ordinate formano la 

ÌL ?5 

progressione geometrica C e^^ , C c*^^ , e t?'^^ ce: 4** che 
se f — ,J! ha vr^C, proprietà del circolo che taglia ad 
angoli recti tutti i suoi saggi come sà fa* • v 

■ 

Evolute t 

» 867. Se aa filo ABC applicato sopra una curva BC, n^'l- igg, 
•la cui origine B è la tangente AB» si sviluppi teaendjlo 
•empcc egualmente teio» la tua estremità A dfscsivexì^ una . 
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j^g. curva AM in cui I*. MG sarà eguale ad AB l'arcoBC: 

2'. 1* arco ìpfinitcs nio /Vim potrk riguardarsi come un arco 
di circolo de-critto dai centro C col raggio CM : 3°. onde 
nel punto C si riuniranno le due normcili infinitamente vi- 
cine MN» 772n:e 4°. la tang.ntc MC della curva BC sarìi sem- 
pre normale alla curva AAl. Cìra la curva BC dicesi V fm- 
luta della curva AM, ed MC è il llw^'io Osculatore u di 
Curvatura y che SÌ tratta di determinare, suppoaca nota U 
curva AM . 

868. Sieno MP, inp dtie perpendicolari all'asse AQ in- 
finitamente vicine 9 e GO,Mr parallele allo stesso asse: fat- 
ta MO=tt,AP = «,PM=jL,M/«=V{4^*-4-<&*)==<'^» « 
dxddx H- dyddy = d^ddi » sark ( 435) dx i ds 11 u i MC = 

%tds 

— : ma mentre AF ,PM,MO variano^ MC noa\varia (S6l)'t 

dx ' r 

dunque differenziando MC =r — , yerrk o z= 

dx 

— \ 'f e poichk duzzmr^dyfii tto* 

dx 

dtdxdj j </<Vy 
vera u^-t— V— .-r- onde MC = ~- 



dsddx — d*dds dsddx — dx4éi 



• • • • • 



d^ ' ddM — ' ddx -h dj ddj ) dy ddx — dxddy 
— «.T . Supposta costante d$9 ti lia MC = --J- . . 

— BUpposta costante dy^ n ìbo^ MC = . . 

— — ma supposta, come si fa d ordi- 

dyddx 

ds^ (J**-+^-y*)^ 

nano, costante dx, viene MC= — —s;:^ , 

^ dxddy ^ dxddy 

cioè dividendo tutto per dx^ , = (l ' 

869. Per sapere in qual punto abbia umt curva AM lit 
massima curvatura , si cerca il minimo raggio dell' evolottf, 
fiaccbè le curvature dei circoli sono in ragioiic inversa de^ 
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t«ggl (509). Inoltre se la tangente iit^A è normale alPas- ^^g^ 
se, si determina la retta BA o la distanza del vertice A 

dall'origine B dell' cvolutii con fare x^o nell* espressione 
del raggio MC . Finalmente per trovar 1' equazione dell' e- 
voluta, conduco CQ perpendicolare all'asse, e .se AB = a , 
BQ=: t , CQ == zt ho primieramente , presa dx costante , MG = 

u=^~^^ (36a) c »== — poi Mr {dx) 

m(<y)::MO:CO = PQ = ^^~"t^>li, ed AP-*.]?Q- 

— dxddy 

AB==tr=x-* àH- valori che coli equauoa 

della curva AM daano 1' eqoazion dell' evoluta . 

830. Fin qui le ordinate eran parallele fra loro. Se par- 
tono da un punto medesimo, immagino le infinitamente vi- 
cine BM,Bm, e le CO , Co perpendicolari ad es-.c : quindi 
descritto col centro B !' arco M/ , sia BM rr^ , Mri= t/.v , 
dyi M/;i=;tis=:v^(iia?*-4- J^""), MO u j per t triangoli si- 
mili Mrm , CMO (435 ) > si ha dx:tt::djr:CO^=^^j^;: Js: 
tids 

MC =: — . Differenziando , presa dx costante , si avrà d (MG) r: 

# (868) • di*=:i^^5 di più OQ = -d(CO) (833) = 

— dudy — uddy -^uddy udydds udxddy 1 <^^^ \ ^ 

d» dx dxda da* ' 

BM(y):Mr(<i*):;BO(>-ii):— ottde u = . 

ed MC = ^ = : 

— yddj d8*dx ydxddy 

y { dx' tZ y* )^ / ^^Y"^ . dx^ d y* y ddy 

T^H^d^dy"ydxddy''^\'^dx*) ' dx* ' 

V 

» ^ 

che SI rldtice a ^ ^ quando y =: 00 ( poiché allora ds*dx 

'^dxddy ,^ 

diventa • ) Cioè quando V ordinate son parallele» Come gik 
abbiami mvat». & se uei valori di CO>MC non si fosse 
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l6p. costante y fi aaxebbe avuto MG = 



•2a 

si ha 



— p-—. Ecco alcuni esempj. 
dx — yiléiddj ydyddx 

Sìa V cquazion generale alle sezioni coniche ^* ^ 
px4:^ — (I45i- Difttrcnziaxido doe volte» presa e?» costante» 

C • dav:=— — r-, sosntma 1 valori di ffv e poi 

p'(a:t*,*)'=(86i)^ = (Z5i.73P.)^ i»i tutte le «e- 

sionì coniche. 

Poiché in quesce la tanc»ente nel vertice c noima» 
le ali* ati^e» se in MC si faccia xz=.o c perciò in foi^a dell' e* 

quazion generale , ^ o , saia AB zìi j-^-; '^P^^^ ^ 

Ne! circolo ove prr 2a = 2n (410), si ha MG — n =r 

~=:a=zAB; onde i raggi osculatori son tutti eguali al 

raggi'> del circolo che ha dunque per evoluta il suo centro . 
Neir ellisse revoluta ha quattro rami BD , Dò , òc/ ,c/B 
^ ' eguali, cjD quattro punti d' inflessione. Se in MG si fac* 

eia A~a, verrà ED =1 v^^ap , taeta del parametro dell' as- 

«e minore (255). 

NeUa parabola, poiché MN*=TNx?N (473) e PN=: 

£. <atk U raggio MC(=4Ì^^Ì1) = NTx~ «4 MN: 

2 • • ^ p ' Ir fM 

NP : : MC : NT= CO =PQ = 2*H. £ ( 863 .II ); dunque QN=: 

2x, AQ =:3j:-v£.=:3*-4-AB, Onde BQir3.v, il che dk u- 
na costruzione assai semplice per determinare il centro C 
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del circolo osculatore. Piendctc BQ=3AP, e condotta - * 

perpendicolare ad , il punto di concorso C delie due 
MC,C^ sarà il cenno cercato. 

Per trovar i' equazione dell'evoluta, sia BQ (=3«) s 

t,CQ=;«, si avrk NP : PM (>) : : NQ (3*):QC- 

onde^=*'=: e = ^^.j cioè Z'e- 

voluta della parabola ordinaria e una seconda parabola cu- 
bica il cui parametri h-^di quello della data. Ora nell'e» 

volute» = MC ( ìì6z)ì dimane BC =: MG ^ =r 

2 

««MN=VCp«-^^)(7SO=f-V(^^'-i. I), 

dunque facendo ^ p = a e perciò MN = — a/( — ^-f-l ), si 



Ì« BC = ^ P ^ I T^- — I J > e«pre»iaiic à* on arco qtia« 

lunque della seconda parabola cubica la cai equazione è 

873. Sia la cicloide ordinarla AMBa col circolo «Tenito- 
re BOD de] diametio BD ~ '2a , con 1' oTd.n.ua MPrz^ e ^Z^' 
eoa i* diciasd ?Q^x itik avrà. [dj): jiM {d^y: : OP ( ^( aA»— 

«*)):PB(«); dunque cfjri=d«V —9 cquazion differen- 

2Jale della cicloide: e se si faccia piuttosto AF=:«»FM =: 
DP =zy onde PB = aa— , ?crrk <i« : cZj : : ( 2ay — ^* ) : 2a— ^ 

e però d^z=.dxf^ - ' - , altra equazion differenziale del- 

la cicloide . Sbando alla prima c posta dx costante , avremo 

differenziando , My = dx^-^dfzz 



Dunque MC = ^A'L'tÙ.'j'' =:2>v/2a (2a — 2OD : ora 

MNC è paranchi a OD poiché fS^6 4) h tangente MT è pa- 
vaUiela a OB \ dunque OP == MN NG» quindi l". nelpun* 
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j^f^ io A si ha x — 2a ed MCzzo, onde il raggio of?culatorc in 
^ ' A c zero, e pei co 1' evoluta p:i>«?n per A; 2°. nel puivto B 
si ha ^-^o ed MC—BEzz^a—'iBD. 

824. Per determinar l'evoluta ACE, compito il rettan- 
golo A£, sul Iato AB'=rD£=rBD come diametro n descri- 
va un semicircolo AQB% si conduca A^ paratie^ a CM e 
ti anìsca C e Q; pesto ciò, 1' angolo NAQ =: NOO; dun- 
fue OD=: AQ ( 418.3.6) e 1' arco OID ( o la retta AN ) =z 
all'arco AL*^. Ora OD = CN; dunque CN = AQ, e però 
CQ=r AN '442) = air arco ALQ, proprietà distintiva dclhi 
cicloide ordinaria; oiìdc l'evoluta ACÈ è una semìcicloide 
esuaìe ad AAIB. Si -sarebbe trovato lo stessa cercando di* 
rettamente T equazione deli* evoluta come abbiamo spiega- 
to {Ho^) . 

L* a'-co ACnMC~2A7; dunque un arco ijnalnni^r/r 
di cicloide è doppio d( Ila coi da corrispondente del circolft 
£>enitorcf. Così MB = 2OB , AMB =: 2BD , e la cicloide intera 
ABa è quadrupla del diametro BD. 

T^o ^Z5* spirale logaritmica ADM in cui tzz (866) 
*<io* ady 

dx , 
ovvero =: , fatto y il raggio arbitrario a: differenzian- 
do» supposta dx costante, si avrk ddy = e il raggio o* 

tcttlacore MCsz*— (S70); onde condotte AC,MC normalt 

td MA e alla tangente in M, il loro punto d* incontro C 
sarà ali' evoluta : perchè Mr ( dx ; ; Mm (ds):: AM f ^ ) : iMC . 

{>:6. L* angolo ACM = AMT (4:3); onde l'evoluta 
ABC è la medesima spirale logaritmica ADM, Quindi (867) 
la tangente MC è eguale alla spirale ABC, benché questa 
faccia un'infinita di rivoluzioni intorno al punto A; dun- 
que del pari condotta AT perpendicolare ad AM, sarà MT=: 
air arco ADM ; onde la spirale logaritmica e la cicloide 60- 
no etro2ttte di 90 medesime. 

Massimi e Minimi, e Punti d' Injiessione* 

jm^^ 877. L* ordinata MP d* una curva BM essendo maggio* 
re o minore di quelle che la precedono (p'm) e la seguo- 
no (pr7i), sì chiama Maanma O Minima y e il Metodo dei 

massimi e dei minimi insegna a de ter minar queste quantità. . 

Hia. Se 
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87$. St CM è il raggio del circolo osculatore netpnii- ly^-.. 
io.Mf r ordinata MP sark maggiore o minore di 'ogn* altra ^ 
ordinata corrispondente a qualche punto dell'arco KMD de- 
apritco col raggio CM; onde MP ( prolungata nel iTaso del 
minimo ) passa per il centro del circolo osculatore; e per6 
la tangente in M, è parallela all'asse AP». e quindi la aut«w 

tangente-'?^ z;: 00; dunque ^-^ zz-^zzo. Può anche succe* 

dere.che Tordinata^PM sia. un massimo o un minimo quan- , 

do Ift. tang^ente in M è normale all'anse» allora.*^ =:o e 

perà ~ -i-rr ». Ora y può riguardarsi come una funzio- 
ne dell' ascissa A?/=zx\ e però per sapere in qual casQ el* 

1.1 diventa un massimo o un inlnimo , sì differenzlerìi 1' c- 
quazionc tra ^, ed e si eguagUcrk a zero o all' iulìnico 

il rotto H^'f r equazione che ne risulterà, combinata conia 

dx 

prima, darà dei vaioli di y,x ì quali se UQU sieno assurdi^ 
determineranno il massimo o il minimo. 

879, Ma per distinguer l'uno dall' nitro, ?ia AP 1= x , 
PM , — ndx zz.a,?ij' — ndx ::z — a ; du nque ( o'23) 
„ ady a*-d^y , , _., adf 

»^d^y dy 

—j ^-^ec. Sopposta dunque - = 0 (876), svaniranno tut« 



ti i termini delle due SQiie dopo il terzo (19^) e vena pmz:z 

pW=:jr-i-~^i parimente se a un tempo stesso si abbi« 

dy d^y d^y . , . a^d^y. 

•f =0= j -7-^ , verrà />oi=:/>W = ¥ • «• » 

• <(y f'^^ ^^^y «^'^j* ^^^y 
on tempo stesso si abbia -r=:o=:~-£rz-^r: , 1= j c» 

' a;i: dx dx* dx^ dxf 

tmk um:spW=y-^ — --~j ^9^c, ec. onde aecon4<H 

chè —, • — ^' , s ce. sarà positiva o negàtiva, ambedoje 

V ordinate contigue pvi .p'/n' supereranno o Faranno supcrs- 

te da PMn^, che perciò ncll' un caso sark un minimo, 

nell'altro un massimo («-^n)' generale, essendo impari 

»« ... Jy t£*v d^y - ' *• 

il numifro, dti rotti. / , -r4 > «c* ™ vanno a «ero, ti 

dx dx dx^ 

Hi 
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- seouente se h negativa dà un mt^^ima^f S€ h positivo aà fiii, 

tnininig . All' incontio se con ~ P ^^^ti -^--^ , verrapm ;=r 

PM, on4e PM noii ^ar^ massimo minimp \022) «c. 
Ecco gli esempi, 

.Oivi4ere una retta '2a in due parti il cui rettango- 
lo sia un massimo o un minimo. Chiamata x una parte, 
raltrft 3a-«-«, i* pspression del mas^imLO o dei minimo sa- 

*2ax^ . Sia dunque y = aa* -r , e si avrà = 2a -? 

3xr::o, e però * = Per saper se la soluzione dà un mas- 

fiimp p m minimo I differenzio V equazione — =2a— 2»f 

ed ho ^=:-^3, quantitk negativa, onde il valore « = « 
dk un lJi<w«jno y zza^. In generale - a" ( 2a— )" è un 
massimo b un minimo se ^i^i»;?"*'^ • (aaT--«)"-n«'^(2a« 



• = o=^TO(3a-- Allora « = — valotip 
che dà un massimo perchè ^^«^ir-^ «. 

«X 

11°. Trovar due diametri conjugati dell' ellisse che fac» 
cian tra loro il minimo angolo. Sscno m^n i dian\etri , p 
1* angolo che fanno tra loro, e si avrà (166) mnsenpzz 

aby .c4 -t- /i* =^ ^* > onde scnp — • • 

ab d SCI! p ^ — ab { b"" — 2n^ ) ^ 

„2= y'SUi— -=m. Il deqominatpr^ eguagliato ^ zero, cioè 

il rotto eguagliato nH' infinito (878), darehbe n*=: 

a* -4. J* ed mzzo, valori che non servono. Sicché i diame- 
tri conjugati ed eguali dell' ellisse forqian con la loro m- 
teisezioi^e il minimo angolo cercato il cui seno è scnp ~ 

J^^ì^- — — -~.Peri:iÒ8ea:i=eafl|y«=^««^CaB(646), 

\ '2tannru 2 tono u v - — . 

sarà Miip=:- ^— =- = (^lo) 2senucom — 

sen. 2u , onde /> — 2u:±hab . 



I 
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III*. Di «ittc le parabole del cono retto DCB , detet* ^ji.' 
Ittinar la masaima in «operficì e . Sia BD = a , CO =r 6 ^ Pfi = » , 

bx 

e sarà a:b::x:M=z -->Px\I — [ax — (4^* )> 1* 
^ei'ficié mAlVtP/n == ^ V ( — x^)zz y ( come presto vc- 
àrenio ) i dunque * = 265 ( 3a_-4iO - o = 3a - 4* i onde 

, che è Un massimo i petchè ^*|[=r-»4. Il denomi-' 

4 

Aatore eguagliato a zero da due mimmi coi due valori x'^ 
o^xzza (ii^8 ) che riducon là curva ad un punto d a<Ì a* 
na tetta. 

IV*. Di tutti i triangoli delibi stessi basé A3 é delid i^tìi 
stesso petimetroy qual è quello della massima superficie? 
Sta q il semiperimetro, la base AB = il lato AM ±: x^ 
saia MB = 27 — a — x . Dunque chiamando y la suoerficie , 
si avrk (529) Jf=yi2l2^«)(?— «) j, 2/y = 

— a l-i-Z iq-^xì^lia.'-^-x — q),— = -r ... 

y 7— « 

* = --l — — ) =0 ; dunque aH-X — 

5=19 — a;, 23 — a — xz= Xf e perciò il triangolo cercato è 
isoscele. 

880. Pef trovare otà ili quali casi ilné funcioiifr Y di 
cltiè variabili jf^jp indipendenti tra loro) divenga nn massi' 
' mq un minimo , supponghidmo che y abbia già il valor prò* 
l^tid à rènder la funzione Y un massimo o un mimmo', si 
■riatterà duriqué di trovare il valor conveniente di cioè 
bisognerà di^erenziar la funzione Y facendo variare ^ so* 
la»'6cL eguagli tic a zero 11 coeffidiente di dx . Così per aver 
y 91 diffeienzicra la funzione Y facendo variare y sola, ed 
eguagliando il coefficiente di tiy a zero. Onde se ({\ — ?dx •+ 
Q(iVy s>'i deve aver Pz=:o,Qz=o, equazioni che daranno i 
.valori di :c e di y proprj a render la funzione Y un massi' 
mo o un minimo. Per di:3tingacr 1' uno dall' altro , posto </Y 
fdx Qely e prese dx , dy costanti , sarà d^Y zz d?dx -+ 
^d^dy ì cmdtf fatto 4? zz hdx-^ tdy > dQ=:1ìdst ^ Cdy ( S54) , 
•verrà d^Y^{Adx'^Bély)dx'^*{Bdx^Ciiy )dyi masi è vi- 
tto che dee aversi P = o è però j/Pz:A^x-4-B^^o; dun- 
que y;r zz^^ e d'Y =Ld(ìiiy=:{ìidx'i'CJy)dy=^{^ 
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B* H'Y B" 

-f C ) ^/v - ovvero — C — -r- , Ora quando si ha ur n - 
A //y A 

In variabile x y , c però ^ rz o ovvero x zn O , viene clY — 
P^.v, </*Y =: ^P^.v=:iAfj\v'- ovvero di' — (^dy,4-\ — d^dy : r 
C/y^, e si c detto che Y è viiniino o massimo se A > o 
c C >- o ovvero A < o e C <: o f H^pj; dunque se si nb- 
biano x,y insieme, sarà Y un minimo <\\izndo A>'OjC 

B* 

ed inoltre C r>' ìDvvero AC>'B^-: e sarà un massi* 

A 

1910 quàndo A << o , C < o ed inoltre C -r- <o ovvero ( giac> 

A 

B* 

chè ora A^ C soa negativi •) C << o cioè AC > 'fi* 

/:ome nel caso del minimo. Questa teorin facilmente fi esce fl" 
ile alle funzioni di tie, quattro ec. variabili. 

Si voglia, dividere il nomerò dato 3c in tre parti il coi 
prodotto '8Ì9, un massico, tlbiamando x^y (^tie di queste par^ 
ti ) la terza sark 30 — 4P — > ed avremo xy ( 3a — jc ^y) > 
la cui differenziale è (Sa*- ^ y) yd^e^-i^a — 'sjr— **) 
xdy . Eguagliando a zero separatamente i coemcienti di dx^ 
^jf, si avrà i5<2 — 2* — yzzo — Za — l^y'-x, onde j = jf =«; 
C poiché P— (3a — 2* — y)y yd? zz — O.ydx-^iza — '2x — 
) 4[y , A ( :zi — o^n: -~2a ) <: o, B = 3a — 2jf — 2^" — a , C 
poi Q — ( 3.1 ~'iy — X ) X , ^^^^ :=: — 2xdy^( 3^ — 2;e — 2y ) Ja* , 
C Ci^ — 2.V — — 2a j < o , saia AC ( = 4^2* ) > B* ( =r a» ), e 
perciò dividendo il dato numero in tre ^aiti eguali, il loro 
prodotto dark un massimo . 

Tra tutti i triangoli isoperimetri vogliasi quello clie ha 
maggior superficie^ Sieno Xy'y due de' suoi lati > il perr*» 
metro , ftg jt — y sark T altro lato » e la sùperncie Y =r 
VrgCg — «) (9 — — 9)1(539); dunque frfY^ 
''i = — «) ^2— j) -^H» — 9)> e rfYsc . . 

I-iff-J. !_)^I.''2(_J__ !_)..Ep«. 

gUando a zero i coefficienti di , si* ha jr -4- ^ — 3 

"(7 

3 — ^=2— A'I onde ^ = — ^, e il t£Ìaog«>-. 

Io Mercato è equilatero . 

881. Serve questo metodo a determinare ancoim i jfto'«« 
* 'ti ^inflessione (73^)1 poiché nei due triangoli infinitesimi 
tnm'v^m'or d*una stessa base d»^ P angolo mm'r (=!iMp)«< 
m'or' (ziotVP), onde anche mr<:m'/ , cioè la differenza 4|P 

'^d[cU''oxdifUica che da A itorre in TM» e da -FM i> ptoccC» 
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'1 ') ;otna indietro, scema sempre nella concavità del- j-^r 
?ji curva ; e potrebbe dimostrarsi nel modo stesso che sem- • 
pre cresce nella sua convessità» Dùnque nel punto M d'in- 
flessione la differenza dy diviene un "minimo o un massimo, 
cioè (8:8) ddy=.o ovvero co : ma il raggio osculatore MC, 
presa dx costante, diviene infinito se ddy^Oy e diviene ze- 
ro se ddy::::^ (86S.8zo); danqtt^ nel pttntn'd' inflessione 

U raggio osettlatore è 4enfjpre infinito -o ^llo ^ e petdft 
a. • 

V. dx^ ' dx^ dx^ 

Si dii&tenziera dunque due volte T equaùon della xuxva> 

posta 4x costante»^ e il ^valor di cgi-igliato a cero o 

dx' 

air infinito , darà, i valori di x^y convenienti ad uno o più ' 
^unti d' ifidessione . Clic se 1^ ordinate paitano da un punto 
avi» -^-dy^'-yddy _ ^ ovvero to (S70.). 

839. ^er vedere se -7^ = 0 Hk vetaìneiite un'inflessio- 

dx 

tic in M, condottavi la tangente Tt e J>resa Pp ?p' zza, 
alzo r ordinate pvniyp'mv' e da M,t;' le normali Mr,v'/. 

ItriangoU'BimiliMTP rvMrsMvV dannoTP (^jrFMOr):: 

Mr ( a ) ; ri» = /M =^ , onde pvtiy^ e pV = Pi^ = 

• ^ ' dx I dx 

. Or fetta -^ =::o «d a negativa 4n si lia co^ 

d» dx ■ * 

me sop.. (8:p) p,n=y-^-^-^^^- c =J'--j-j'- 

,f[L^!?. ; dunque se ± non aia «ero , 5^errk ( col segno 
^.^dx^ ^ dx^ 

Ijtm > pv e p*m^ < p'v', o ( col segno — ) pm <: e 
p'm' > p'*y'; dunque de^li archi 'M.m , Mm V uno sarà di qua, 
Valtjo di la da Tt, e si avrà, in M un' inilessione (23ó), 

'tìò cibe nolt potrebbe concludersi se fosse j^:=:oec.Kn ge« 

c£*v d^ y d^y 

netale, essendo impari il nìimèvo dei rotti ~ , ce. 

che vanno à zero ^ U i^uertte determinerà V inflessione i ia 
•altro caso ella non vi sarà. Ecco gli csempj. 

' h Sia U ^<ia pacabela cubica in cui y^ z^a^if) s\ avrìk 
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^- - tV^- — = - = o ttel pùnto inflesttdrté * 

dunque « = e Questo punto è nell' origine. 

. Il Sia li tónàoìàe in etti > =^±f v'(«*-**)(^^4)i 

avrà Jj, = -.y , di^ - • ^ 

S!5l±3^!^*lr_l^-!^==o, onde jf^^36**'-2Vi.S=ò, é- 

la**'— «OVla*— . . 
quazione che risolutà ) i& jet il valor totivenitnte al 

punto d* inflc!SBÌone < ^ 

^ 111. Sia la curva dell' equazione ^ — a =: ( ^ a )^ » «i a* 
W d, = _,_3:^,^>-=i^-Ì-^, eh. egvuglat* 

« zero", (mila fa conoscere 5 ma eguagliato ali inhnito oa. 
x=a—ti valori coitispondenti al punto d' inflessione, 

fo^ti i «ti iertnini si rìducoHo à zero * 

* > • ' 

• • • 

S83. Si trovali talvottà dell' espreasioni algetóchc in for- 
ma di rotti che ai riducono a ^, come l-TH^ quando 
a. Questi risultati apparéntcménte indetetminati^ pon 8H.scet- 
tibili di valori determinati ; ed ecco ttti metodo per trovarli . 

Sia lini funzione di x il cui numeratore e denomi- 

natOte ai riducono t *eiro quatidci x = d\ Si sbstifuisiSa a ±. 
dx ad * in ed in Q ( si pteride se guida ad.aswr- 
do ) « tràsturati i tèrmini ove ù dx"- y dx^ et. come infini- 
tesimj tiapetto a J;f , si avrk il valore del rotto propohto, 
se pure i fetmini del nuovo tolto non ai annullino nuova- 
mente. £tco gli eaempj* 

I Cerco il valoif di quando *r: a. Qui P= 4P* — 

X — a 

IL La somma della progressione -jr Jf^ 

— — il cui valpie q[u4ndo Jif =i6=;JI > ^a 

jr — I 
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3 

III, Sia -i-^ — 2r ed;i?z::a. SiavtàV(a4^^* 

y(a*-+3«'^*) = « — («-^-^^jT- ce. )i liducendo si trova 
T-i^x l6a 

* ' 4 

88^. se fluccisaa che anche LI nuovo rottp divenga 

3- » n 9880eri a considem d^^ ^d^S fp., finché si abbia in 

i^uancita finite uno almeno dei suoi termini. 

Et. Oiffer^nsiata 1* equazione p(^if^rfx^f^..,,^x^^ 

; — f si divida per — , e v€nk 2x*-+-3a;J 
it-l-2 / V 
P»* = (^r? ""^ — ^ P* * = I , è 

soscitaendo | H- d^ ad ^ i si ha nnovamente ; ma f e non 

o 

si trascuri cijc*, come si fece in principio (883), verrà »« • 
n(n-i-2)(«-*-I )cfr*-.(/iH.i ^*nd4p* n(n*f*l) 

885. Con ciò si trova nei ^asi particolari il valore di 

OX 00 e di 00 — 00; poiché pX<»:^0X — ,edoo — 00 = 

^ po' 

a h o ^ 

— — r: — ; cosi se xzzit si ha-- — 7-=.» — », onde 

O Q O IX IX 

sostituendo i^dx ad;e, vcrik rr-'--T-v=(30l)v- ^ — l . 

88dr Possono anche determinarsi ì punti multipli della 
(Orve (735) e la loro moltiplicitK; poiché diferenatando per 
tempio r equazione a(>— 6/— *(«— a)*=o, » trova 
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^^(jLr5n35-A)=,^ quando sostimeli, 

do dunque aH-dx ad e 6^c!jr ad , ttascQrato<2«*, ver^ 
la , = -r , - - = l » e =s:± I : ma emnmt la tangcn- . 

dx dy dx* dx dx ' * 

te deir angolo che la curva ( o lei sua tangente ) fa coi^ 
l'asse delle x (646 j; dunque se questa tangente ha più va- 
lori, apparterrà a più rami di curva che pas.*?ano per uno 
stesso punco 4 c nel nostro caso air ascissa nzz.a corrispoit^ 
derk un'ordinata =3 ò che incontra la curva in un punta 
multigloy. ove 8on due taiigenci eguali al raggio i, e che 
£ixmo perciò un angolo di 45*" con la reeta condotta, pjer il 
punto multipla pardelamente all' asse . 

887. Questo metodo per valutare è generale; quello 

di. Bernonlltche prescrìve dt.di€ei:enziar acpajratanente quan* 
volte occorre , il numeratore e il denominatos del rotto , 

non sempre riesce: cosi dato >y ^ ■ / ^ suppo- 

ato «•=: a, dal nostro metodo se ne avrà subito U valoro- 
sa, che da quellq di BernouUi non sl.ottenà ^ammai.. 

!&orem« di Taylor >^ 

888. Già si e detto (823) che supposta Y una funzio-. 
ne di se questa divenga x ± ndx e sia iidx zi a quantità 

finita 4 » avrà Y=: v± --i -4- — : ± ^, ^-^±ec., 

dx ad** %^dx^ 2.3.4djf* 

presa r/j^- costante . Questa serie si chiama il Teorema iU Ta^* 
lor dal dotto Geometra Tn<»lese che la trovò. 

88y. Per vederne la verità in un esempio semplice , sup- 
pongasi y — XX — ixr^- 1 > e si cerchi ii valor dì questa quan- 
tici sostituendo jfiH- 1 ad Avremo a = i, ^ =:3« — 2,. 

dx 

àdy d^y ^ ... * 

j^i=2,^,=:a>ec.; dunque ^ si cangia m a«-H 

3« — 2 -t- 1 = i-jp, il che è evidente.. 

S90. Sia^=*'", esiavrag=:m*'"^',2^i=m(m- 

I ^«c Dtmq'ic se » dlyìene f^^a^y diventerà (jp-l-a)" 
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m m^ì ni{m — I) ^ wi-'J' - , 

zz,;^ ^jnax H ^ 'a x -fr CC. j laccndo a =:z 

a» 

3Ì!Ì c però *-i-a = -^^, avremo (^-t-«r = r"jri^ =^ 

a; r-+— 7 — ce, ovvero = =3 

-m mx"^b m(m — — i». wft 

« — — rr -+ — / T-i-x «C.=ar (I — 



—1 i -~ 1? eQ, ), gene che ha an na- 

mer»' finito di tecmini quando m un intero: se n=^in» 
M avrà ( a? -^hò — IH 7 — ìtì — l-ec.).Sipos- 

fon verificar queste foripule riducendo trotti --^-7 , — ^ — • , ce. 

in serie, che serviranno a trovar le radici dei numeri pron* 
Camente, perchè posson sempr^ rendersi convcrgentissime . 

891. Sia ora onde -jì — — — ec, e si 

K -, , V • .' a* . a* . 

avrà Z(*±a) s:£ap±-- — — -db -~ . ± ec. Sia ± « = 
^ ' « 3** 3** 4»^ 

e avremo l(x±a)=zl -^-r^ z:z2bx'-^l{b± x)zzlx:fi 

» »* x^ 

i — — — ec. Dunque l(b±x)=:Lb± 



( I ± — ' i- -7- — — • ± ec. ) , serie convergeati che 

b±x^ fi{b±x) 3(6**; . • 

fiicUitan molto il calcolo dei logaritmi. 

803. Sia,y=.b'; avremo ~ ^''Z^ , ^^=:Z»Tócc.;dun- 

dx dx* 

que b =: Zi' ( I aZZ> -i- . — ec. ) x c perciò 

^ 3-3.3 K 

h =I-|-aZZ>-i- h 1- ec. (3PZ)- 

fl 3'.3* 

893. Sia jr un arco il cui seno è » che iadichertmo cf n 

d^y \ I 
•rsAse/x* ; si avrà x zz ie/i ir , =s — - =: , • • rpj = 

56/1 if X dhf I-f2x* , A / 

— rs. ^ -T ««n^ -77 -TTJ €C.; dunque \sen [xrt 

Tt 
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As€nx± 1 — ± jec. 

894.' Queste fieri^ aofìQ attìiMime jR calcolat T arco .che 
€orrÌ8pon4e a un eeno dato . J^xpso dalle Tavole V arco più 
vicino» )a differenza del suo seno » dal dato tenderà a pie* 

coUssiqia , e si avrà V arco cercato aggiunaendo ± — ^ — «4* 

^ co*v 

a»» 

r- ec. a flueilo il cui £eno è Osservate 1°., che la 

itcos^y ' 

serie % b\ convergen.ce che i due primi eermjini danno i mi* 
nuti quinti in circa : '2**. che 1* arco è aaptessp in parti del 
raggio li t per ridurle a secondi, a terzi ec. , bisogna di- 
viderle per la lunghezza dell'arco di (522), posto il lo* 
paritmo dell' unirli = 10: il (juozieate dà i fecondi , e di qu) 
1 terzi» i quarti ec. . 

cìy 

8p5. Facciamo )r = Aco5«>» p avremo a?= cosy , s 

ax 

que Aco.(*±a) = Aco.*.q:-^^^-^-— . 

-— — ec, serie di cui si fa lo stesso Mso^be.dd^ 

6x/( I ■— AT* y 

le precedenti. Se ne troveranno delle simili per Taicola 
cui tangente sia x±a. 

806. Sia on. yzzsvtxy e fvremo r= co*-* , = — 

dx dx 

$en X , =: ^ co# ;p c.p. ^ d.nn^ue 9fir^ {x^a)^senx±a co s » ~* 

fl* <r' fl* ' , 

— 56/1 xjp. ~- co$ — sen x ^jr te. Panmente se y = co* jr » 8& 

a 6 24 

avrk co* ( « ;;k a ) ^ cosx^: a senx ^ — co*» ± ^ scnx -4- 

'26 

34 Queste formule son di grandissimo uso per 

interpolar le Tavole dei seni. Se sh x — Oyiv'A\ovìò'\scn(x^ 
a), cos { x-\- a) diverranno a cagion di sen x O ài GOS x 
1 , quelli che già trovammo (02S ). 
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. ^ , dx cns'-x 2<ia;* cqs'x 
fl) — ta/2^*± — ---i- ^_±_ ^ _^ ± ec. . . 

è una ptogression geometrie^ il cui primo tern^ine = 
2 ^ — — < * Ultimo —=:o^ e il qaò^iente := — — ; 

dunque la «omma {^S9)^~P—'fy^V^thtmng{M±a)^ 



3 
* ec 

±a 



sen X COS x^ a 2.n^ 



ci^ Sen. X 

rn V ^ — ì T ^ Si crotrertfAno delle 

formuie simili per cot{x-:ra). 

898. Sia ota mi seri x o al logaritmo ordinario di 

sen iùBtm tappresenta il modulo 5 si ^ = !lf 2i5 (loi A 

899. Se>=:m/cojaf, saik ^ = rL?±:^ (851), ^ rr 

dx . casx ^ ^ * d»* 

— m d^y Zrnsensf < - ^ 

• • • <77> — jsjrr **• ' / co, ( , ± o ) = z e V * 

VI «Yia "--- ^ — . ■« ec, e perciò 

/ten^(*±a) = /ta/2^ jp± -?*S--,ec.. Lo Stesso sarà per 



mi cot X . 



900. Supposto ora cfie y 1' tfrco il cui logaxitmo del 
seno ò V, ovvero ^zr Alscnx, si avrà xzz Lseny^ e pcr- 

j„ — • ■ ... 7-^ z: — — ^— ec. j dunque Ai sen ix 



Digitized by Google 



• • * 



)( 356 X 

901. Siajf = AZtoAorar {▼erra -j^ = , -4 = ^ » 

ax 'lui dx^ àm^ 

= ec. ; dunque Altang{ »±a)z^y± 

asen2y a^seWìycos^y , a^seri2ycos ^ 

^H- -i ^ ± ^— -I- ec. Queste for- 

'2r7i 4;ra* I2f7i* 

mule posson servire a risolvere eoa molta approssimazione i 
problemi suir u^o delle Tavole dei leni 

902. La serie y ± ^ ec. (388) da cui nascono que- 
ste ed infinite altre applicazioni » induce talvolta in inganna 
se si adopri senza cautela , come può vedersi nei casi ben* 

M 

che semplicissimi di^ir Ix (Spi) e di^sseft*» quandio ietzo 
nel primo 9 ed n>m nel secondo-. 



ALTRE REGOLE DEL CALCOLO INTEGRALE 

Metodo per ridurre t iruegrazione di più differensHaÙ 
hinomie a fuella d! altre diffhrenziàti conosciitte» 

903* «S^Ebbasi integrare » dx { a bx"^ )^ supponcn- 
do nota l'integrale di - , ed n > p. Poi* 

che {a-^bx ) J = a(2H-I)x^d*(a-+i* j 

h{mk'fìrmr¥q'¥i)m^'^^dx{a'^bx"^}^9 sarà integrand# 

quest* equazione» 

^nit, o 9=11— m; si avtkjfx^dx{a^bx"^)^ t± . > » 1, 
ITI ib 

hx ) . Se in questa slessa cspresgiotte in vtce dt n si scd? 
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ff-^m,» — Sm ec, si «irramo i trafori di jx d)t{a-\- 
diy;,""*"<i»(a-h6,'">*, in gcnetale diyi"-"" 
ifjc ( a -t- ) » essendo £ un intero positivo $ e la formula sa- 

G(l~f-n — ;72)(A) o(l~fn — 2m)(B) 

a( I H-n — m(i— I )){Z) 



r2-j.m (it — i I ))/ 



ITI 

(i2^6;c ) , ove le lettere (A), (B)....(Z) indicano che 
il cemiine in cui sono» dee moltiplicafsi per il precedente» 
ed il segno superiore ha Inogo quando t è pari » 1* inferiore 

(Quando c impari. Ora se n^^im^-pf cioè se ^ — ^ = i è 

m 

SA intero positivo, yi'^djfC a 6*'^') potrà con la formu- 
la precedente ridarsi {a^bx ) » presi tanti ter- 
lAini della serie e tanti fattori nei numeratore e denpmi* 
nator del termine fuor di serie quante sono unità in 

EsEMP. SìdL /x^° dx{l — ** )^ da ridursi zjdx ( I * " ; - , 
ohe si ha quadrando il citcolo, come vedremo: sarà nzz io, 

«=1 ,4=— l>m = 2,ifc= i-,i> = o,^^ — iizzi = 5j dunque 

2 lt 

' Coaìfx''^^^^^ àxia-i-bx^ )]' si riduce d.fx'^^dx(i 



12 



e 



a ti 

è4P ) 1 onde «e a=l ,i = -I,c=i SJ,e s: — l »t<r:3» 
MXkfàktfx'^^dx{l^x^'S * «i "durrà ayi'^~^d*(i-.**j"~ 
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X ' d«(i-ac*Ji tt zzare. 9enx{BSo) 

y" ^ r •+ r — - — 
X dx ( I — ) Q li 

numero intero e positivo r Sta impari o sia pari. 

904. Se i M numero intero negativa, in laogo di rt« 

durre / x^dx ( a H* W / ^jifàx ( a -4. bx^j^^ «i lidarrà ^ue- ' 
Sta alla prima. 

EsBMr. Sia fsT'^ d»{ i H- ^ da ridarsi tijdxi i ^-x*/ * 
zzare tangx{H$o}% si avrebbe n s -«-'4, m =3 2 y^i = o ed 

2 — 2; riducendo dunque la seconda allH puma, si a- 
m ' ' ; 



7» 

vrà 



m 

-I 



3 ^ 

dunque T*"* Ja?( I H-** )~' = *^' — ^ v/dx^l-^ 

905. Sia proposto ora di ridur Jx^ dx { a ^ bx^ a, 
f»dx{a^hx"'f. Poiché (/[«""^^(tf -+6*"*)^J=(ii-*l)/' 
a*(a-+o» / ^hmiìx dx\a^bx f jSarayx tia;(a-H 

bx f i-— ^ dx{a->rhx f 

Se in <{aesca stessa esprenìone si scrìva n^m^ti^^ tt. 

per n, e j)-I,p-2 ec. per si avranno 1 valoik di Jx 
ajt(aH-0» >^ fdij» a*(a-Ho«./ ed e si> f co«^ 
verà la seguente formula: /a?'' Jaj( a bx'^'ì^zz (a •+ bx"^ x 

^«(/>~^^'^2j (Z) \ _^ 

( I -4. /z -+ (£' — I ))( a -4- fta.*; ' 

-^-LC -7—— •J-^J^ dx(a-+bx f , 

ove i segni e il numero dei termini e dei fattori si prendono 
come prima (903). Ora se p-- 1^=9 0 se pT-9=i'è intero , 

V integrale di x^dx ( a -^• bx^^ ^ si rid^i'rk a Jx^'^^ ^ ^/u. (a 
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Jfx^^y^y la quale potendo ridursi di/x^ dx^a^-^^hx^f^ quandi 
;i ^{'m-'iin^^ry cioè quando è nn intero positivo 

ji — i', anche la formula proposta vi si potrk ridurre. . 
EsBMP, Sia da ridur^ fx^dx(l •*>«*)a B./dx{ i — 

|:|yi»<f* ( r— JT» )a : ma (903) fx*dx ( i i )5 

V ^ f! _ ^ IiSfl _ JiSfLN ^ J:P:^Lf4^ ( J - )^ i 

jdanfue J':c^dx^^^x^)^;slt^2^JLL.^(l^J,*y^^^ - 
;o.8 Ao-^^ io.a.óV 10.8.0.4'^ ^ 

;ciducono a fx^ ' ^ da: ( a -4- ip:' ) " . 

90Ó. Se £' sia numero incero nejratiyo^ fìi operi come 
.sopra (904;, « • . _ 

IiiLcgnizione dei fiotti differenziali razionali • 



Vdx 

907. Suppongo un rotto laiionalci» i»d il maggiore 

esponente di x in P almeno d' un' unita minore che in Q , 
condizione che può sempre ottenersi con la .divisione: così 
x^dx xdx axdx . . * 1 1» 

PJo; 

abbiam «apporta per . 0ra a^^co i fattoti iUQ(3i8)»e 

s.e questi son tutti del primo giado , reali , ed ine^u^lii il rotto 

w-i - m-2 

proposto avrà la forma -r -x-, — xd*,8Up- 

^ , (x~/Kx-^)(»-.*)ec 
jpoaendo che il numero de' fattosi » — ce. m m. 
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Fer integrare in questo caso, decompongo il rott»<lflsl : ^j—^H* 

J' ^--hec. la cui integrale è AZ(x— /)-^BZ(x— ^ ec. 

•t-cV « determino al solito i coefficienti di A»B ec. (273)* 
' 7 ^ àx ' . ' Ad» . 

Es. Si voglia integrar aj = ^J^r^* "^^^P 

•J^^2?* c operando al solito, trovo 

« — j0 a-!-« (a — * j» 

A x=:o; dunque Azz-^^Bzz—, 
_2^Z:i)-{if.±^JH-^^=? i l -774--T- • Si- troverà 

cf* I ,C (a-f a;) 
^ - — — l ... 

' 908. Se alcuni fattori di Q sieno eguali, ed (jc — a)« 
esprima un numero m di essi, il iotj;o si decomporck in 

Ad* Btf* A'x"' " ^H-B'»"* " ec. . . .-»-R , . 
— l-ec.-f ^-7 r^r^ da;,ede« 



terminati i coefficiend come sópra y »* integrerà ^ *^ 

« -^dx^ec, facendo * — a=::&. 
a}" 

£s£MF. Sia da integrarsi (iy = ^ - — ' — -ir 

Dt=_^_,E=«i. e pero d;, = _H.iJ-^--^-^^ . . . 

(J^-tL)^. Fec integrare il rotto ^^'-il^ faccio x - 

ti che lo cangia m ■ ^ -i- — -:=:-7**-^,la cuitn^ 
^ 4«* z* 4* 

Uigrale è - i-^=:~-.2ÌiiLZll.>,.e trattando emd 

. V alito 
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K'dcro rotto, trovo l' integrale y = 2Zjir ^ 

3ll{x-- I)— A7(je-M}-*-C. 

909. Se.ùeno in Q dei fattori immaginar] , esprimendo- 
si un di essi con J-f-òV — 1> ve ne sari un altro del- 
la f rma x-{-a — by/ — 'I. Dunque il loro prodotto 
2ax -4- 6* -^ , o per brev ità x^-^mx-^n, sarà un fattor 
tfi&ìe di.tt* l^.erciò si determinerà (346) questo fattore, é 

^ . , ^ . (Ajp-4-B)dje . , . . 

tPOi 81 supporrà che , • « sia uno dei rotti pamaU 

Vdx 

di — Q~> ® avik.A e B come sopra. Quindi facendo aph- 

2?-=* ed n--—zzb'ò\ il rotto diventerà l^ll'll* = 
2 4. 

ho 

ove l'arco è espresso in parti del raggio I ; onde per valutar- 
lo in gradi bisogna moltiplicarlo per 5:°, 296 (521 j 



Eg.,Sia cfj=:' — -J—^ zz T— — -filtrai! 

veik A = ~,B=C = ,onàedy:z-^—~- 7- — 

- ed V =z ^-Zfi-f *) - i- /(i-h a*)- - X ^rcoeaiqr z-hC. 

Sia anche :—iT^ r-r che 8i xiàwt a 

(^fjj'Al'^f -4- . Guest* uljcimft quantità, posto *= 

diviane Jt%-. 4'% ^ ^ integrale, fatto 

B'=.i , ^' := ^ , è -1 Z ( (&* -^--) - -7; ^rc Wo^-^^- . Softiti. 
2 3 4 v3 vo 

dunque il valor di 1;, si trova per T intera integrale /j;— 

Vv 
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- /( I ^^-i-.v*)-H J L Are tangi^:±!) -f- C . 

S;io. Iniìiie se Q abbia uno o più fattoti di questa forma 
{x*~{-ax»^b)'^- y si supporrà che il rotto parziale proventi^ 

Ajc -hBx -|-cc.-t-R\ 
. — — 1 p 

si derermineranno i coefficienti A,B ec. come sopra, Qui»* 
di facendo — ^ e sostituendo, il rotto diverrà . . . 

A/ 2jn — I 2m — 2 . . „/ 

A'a -hB» ' -i-ec.-|-R' , . . . . 

— ' -j — - , -jj dz che può decomporsi così : 

^, Sin— I 2n2— a 

T^a— r «^2;-t- - di ec: ma i termini ove il 

niinuMiiiore ha una potcn/.ii impari sono integiabili in parte 
algebricamente e in p:irtc per logruitmi (85Ó , e quelli ove 
% n< i numeratore ha una potenza pari essendo delia forma 

7 % ~~r,, « posson ridursi feo4) a -, — , cioè possono in- 

\%^ob \~ , z' b b 

tcgra;si in parte algebricamente e in parte per archi di cir- 
colo; dunque con questo mezzo si avrà 1* integrale del da« 
to cotto. 

yll. Hcco un esempio che comprende tutti questi meto« 

owSia dj zz. • — zz i 1- 

- — ^ — H- , - , . Si troverà A =: — ,8= 

Ora 1 . • .= 1/(1^^).... i ./(J Z4)Ìf = 1 Z 1 ^ 

I l /x'Lv — dt I , , ' I - * 

- ... - / — . =^ — t ( « -f 2j(oST i ;- Are tanjr 

2« Ù'^ *--4-2 12 ^ r ^'^ 6V^2 Va 



/ . ^ , fez) . Fer integrare I. -, • II. - 

~1 2-iiii^ucoy -, aliai., e si avia i^oau = — z 



X 
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2(1-*-**) 

— «d )~* '■^fdx (ih-**)"*; dunque yiìje( I 



^.^ — ! — — Arctangx, Riunendo dunque tutte queste in- 
cegrali» sark^ (** -i-3)-4- -i Z ( «* i ) -+ 

1,1 I I ) I , ^ I , * . r» 

— Z ' - -Ardano X -—Arctamf-- — l-C. 

912. Dunque ogni difTcrenziale friizi(.n:uia c ra/.i< tiale 
81 integra o algebdcanience o per Icgantmi o pei ai cui di 
cìrcolo* La difficoltk consiste nel trovare i fattori di (^^ 
difetto piuttosto dell* Algebra. che del metodo d' integrazio- 
ne. Notiam» alcuni casi in cui un rotto radicale può ren« 
«lersi razionale. 

3 

913. Sia nfif^^p^^ dx : ridotti i radicali allo stesso 

I a 1 2 

«rado (146) vena e fatto on- 

de Ji=:2^*,c2«r:i3ft" cfs» la differenziale ^ razionale e pe* 

xò integrabile . 

Sia X una funzione razionale di« e = ^dx»J{p.'-¥hx^ 

cx^) *t cerco i due fattori di a-^hx-k-c»^ ^ e se son reali 
si troverà x per la nota formula (368.8*.), e quindi dir > dopo 
di che si potrk inregrare . Se per esempio , djr = d*r V( ^ 7 

si fiuk (368.8».} ±a'^V=Q=L*^^ig^jr-^^ = 

st«=?* « =fcl («'±=1) 

a =xj;*) = — — — ; dunque av = r-'r — -r^.. La formula coi 
«*dbl (»*±=l)^ 

. segno ai integra riducendo j Ji5( js***-!)" * zj^z'dsi ( 
X )""' ( 906 ) , il che da /si^rfs ( »* •+ I )"^ ; onde poi riducen- 
do questa ay.a*da(«*-i-i)'"^ (j^o3), si trovala'' ci« (l 
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atituito il valor Ai zjdx s/ (a* — *» ) = -i-»>/(a* - **)-«*3^ 
drc «a/zg^ ^ ^"ÌIS^-C . Ma la formula col segno - si integra ni 

hto (908) e 8. hay ---7 ^ j-r^ii[ r^yi.-*- 

— -4. Cy ovvero soscituico il valor di £ ( e osservando 

che iif-i=L%±Ll! =fL±v:(£:^))/a*V(-*-«*) = 

z — I a — I a 

a a" , a 

Se dy tz— — - — — , fatto come prima-- — =« , 

sarà <£y=:-5-^-^i e col verrk yzz^Xarctaa^ ^ » 

C 

col— siìivrk ^=i— [«H-VC** — fl)J{P0Z). 

914. Se i fattoti A\ a'^bx'^cìt^ 0OJIO immaginar) , fac^^ 
ciò svanire il secondo teriiiiae ponendo 'jr*4--^ = eedhoZd«X 

V^£s*-4-c*J «. 'Sia dunque s^-4-c^=:Q\ onde latto nella 



nota formula (368 . 4°. ) a = i , A =: a , sarà grz — ■■ — ^ d%zz 
f!ii (a*-i-c* ) , dopo it che 81 integrei^. Così se dytzdx 's/{x* 

a*i , avremo «=: ,w = a:H-v(* 'i*'— — il»* "♦^ 

a"- ) , a* ) = ~rt£ , onde dfy = - ' da ( u'- H-a*>' ' X 

(3t*) . I cioè col segno di sopra , dy — — \ — i_ 

UcifC aMw a*i?« , _ u^'à^ a* ^ ti*— a* 

— -f — r»ed*=:l--i--tr-v 4a: ma ^i-r-^ 
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i V ( a' ^ [ V a* Col segno di sotto , 

Metodi di integrar per Serie* 

915. QQan^ una diiferenzialf? non ammette tntegrazio- 
'ne esatta» si ricorre alle approteiiilazioni » e le serie sono al- 
lora Vattimo conapeiiso. Inatti ridueendo in serie una &n- 
Mne X della variabile jr» si ha una derie di termini mono* 
mj, le cui integrali riunite danno un valore apptoasimato di 

/dx 
Xdx, Pet esempio, 1' integrale di èl{a^9i)e 

dx dx xdx x^dx / ^ V i ^dx 



vero £ ( fl -f- 4p)=: — — — r h — ec. •+ C : se si £a « = o . 

sark Czzlat * ^ ( aH-*)=/tì*+ — — — ; H- — , — ec, onde 

/(o — jp)=:Za-*- — r — ce. Supponehiamo — = 

— — 9 edavremoZ(a^«)=Sl/a— Z(.a-4*«)s:/a— • • 

fl •+« . ^ ' * ' a-i- jt 

2* * 2;* 
— 7 — te jdunq»eZ(a-!-e)=:/a-*- ^ ^ 

ec. , serie tanto più convergente , quanto sark £ minor di a . 

Per esempio/ Il =7(10 4-1 }= Zio «4*-^ ^'—'^ -4* ec. =: 

^ ' II 2.11* 

(à73>s eà^ii:Arc.ìa«^4p(«6o)'=t:*^^4-y--y -Kec. 
Còsli^zz^-^^^ ^ 

H"^ ^ -f ec. ì (i6i) ; ed ^tirare; «en « (850) = » 4- 

2.4 2.4.6 / ' 

ili! ±2*!— i:3-5:^ ^ ^ ijitegralt a ciu non vi è cn^ 
S.3 3.4.5 2.4.6.7 A 
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Stante da aggiungere. Sia x— i ♦ e la circonferenza zr x , aa» 

4 2.3 a. 4. 5 34.0.7 2 

ir I i.i 1.3, I 1.3.5. 1 I 

co diventa — =: 1 ^ — — - H -+ ec. 

12 2 2.3.3* 2.4.5.2^ 2.4.6.7.2' 

9t'6. Barrino que.«ti esempj: ma il seguente Metodo di 
integrar per parti da delle serie più convergenti . 

I.a fornìula X* zr/xdx-i'J xdX dU / Kdx = Xx —J xdX . 

Sia danqae/jrdX=yX'«d;refattOJrc/jr=:Jsondc 

5-=*, ssLvVj i'dz ~ X'z—fzdX.' = — ( X''jfjif — JxxdX^ ) Sia 
3 2 

-:: X"J*-, dunque /vVX'rr/x' xMat , e fatto jrV/^ =: 

onde - = « , .wkyX 'd» :^ -^J^M!' = ~ ( X"*^ — ' 
3 3 

fx^d)^') fc. Sostituendo questi valori nella pxima espressione , 

si trova yXci*=:Xjt--X'H- ^--X"— X'" • • • • 
^ 2 3.3 234 , 

— ^' X""— ec. ovvero 9 supposta dx costante » onde -_ 

2 • 3 4 • 5 ^ 

aa? ax d;r 

— -p--^ — y -, — — , T-t- ec. 
a . djf 2.3.<i* * 2.3.4.ti* ^ . 

a^X dx (a-+x) dx 

2 dddX_ — 2-3 p, , A// 
7— , — r- ~ ; , ec. Dunque / Xdx ~ 7 ^ • • 

i- -7 — —--T -fcc. . . . ^ ovvero Z(a-*-4Pj — /aH- 



■ ec, (Spi). 



917. Sia X =z W2 (a-i-;tf j'^" ^ onde ^^^ni («i— (a-+ )^"'^, 
I j(#n-.r2)(a-|-*> , ec. Dunque y Xc/« = 

'2 
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Fatto *=:o, YC"a C = a > ed (a-t-*) zza ^m«(a«4- 
x) ' — m — jc> • -f- «c Facendo a -4. 

2 

ce. , onde (z—x) zzz (l 1- — ^ ~ ce. ) . . 

[si-i-X) Zlt (ih ^-^~Z-x-^ hCC. ).... S5 

— ^ ce: dunque se s-i<a; = avrcmoi 

vix m ( m H- I )x* » * , 

-j--t- ec. j. 



fUxzz (852) o*:^ C -I- a'xla ( I — Aap/aH- ;5«*Z*« — ce.) . Sia 
jcrro, 91 avrà 0 = 1, ed a*=r I -4- a'jpZa( i — ^«Za -4-cc. ) -, 
dividendo per a*", verrà 1 izia"* xlaii — \xLa H- ec. ). 
Dunque a~*z=I — — ec. ), e supposta ;e positiva , 

le sue potenze impari cangian segno » ed a'' = i x/a -4- 
— l-cc. (30Z). 

p ip. Se X = — ^ , la serie sark troppo c^m pHcata . Pongo 

dttfique — = fi onde — -i?flì^ =: du ; dunque f — zit 

/M/ijp zz ux — J xdu^ — — -4- / — ^ . Pongo ~ — — — ztt 
onde — -3'^^ — da , e fatto 2*^d;^zz di onde ^"S- = « , sarà 

pongo L. onde."-— ^^^^^^zzdu, e fatto 2.4X^dx =- 

3(i-**Jif )* 3(1 -4- JP*)* 
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<Ìc onde 2:^= « f ^^^^y^^^^^^ì ^ftidii = US '^fx^duzz, 

~r-T-<- -ri «c. Danadc / 1= (8ao) Arco 

eansr«=a= — — 1--7 --^r — -r -i- ec. bunaue 

in senerale poiché xzzitanga^ , sostitutniào , e rkdttCda- 

j / .2 ,24 - . 2.4.6 , 

do fSihMu^cos a\sena^ — Mit'aH-— -^^en'aH — ~ senra -+ 

3 3'5 3 .'^■7 

. *e/2 '-J^i / , . 2 » 2.4 ^ 2.4.6 ^ . . 

•i 3 3 5 35 7 

Se a = 45"" e perciò xz=.ly sarà^. la cjicQonferenza 2)ai::;x.^. 

/ * 2 2.3 . . 
4(lH 1- h - — HhCC. )^ 

. 3 35 35.2 ' 

Integrazione delle Differenziali Logaritmiche 
ed Esponenziali., 

920. Vogliasi yXdx/'A:. Posto Ixzizy e successivamente- 
Xd* =^ d2 , zdy = dufudji ==. c^t.» = ec. , 1* integration 

per parti (916) da^Xd^ZV = — ny* — 

I — ^2 (n— I ) (/2— 3)^""^^^-*- ec. — l'xfxdx — 

JKr ^ <X 

5 55 5* 

921. Se n sia negativa, futto lx'=zy e successivamente 

tZ( Xjp j =: X'tia: , d( K'*J = X Vfx ec, verrk dx.:=z.xdyy e con 
lo fteiso metodo «'avrk f^'^f =z/^^^^ ^ — ' 



/— ^— Co«ì ae «=3 ed X = ajr(/«— I), il ha X' = 

2»(2/« — 1)» 
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Ix, L'x 

^% Debba ora integrarsi V esponenziale a'^'Xdx., Eo-^ 



Sto a*"'d^=:id&, onde — :z « ($52 ). c fòt^o jvceessKr»» 

mia ^ *> ' 
mente rfX = X'</:p , t/X- = X"Jje ec, verrà col metodo stesso 

. //i/a ^ mia m^Pa m"l''a - 
fa X— 'dtìp.,, ove il. segno di sopra e per 

un numero pari n d'apici, ed n è determinata da X^""^'^:-=^ 
Costante. Così se wz — 3 ed X — 3;^' ( xìa -¥ 1 si ha X' — 
3.V ( 3x/a 3.}, X" n ó ( 3^:/^ -4- i ) , X'" ~ I Hla = C , onde 

Sa^*x^d»(xla -H )=: [3** (^^'^ 

9^3' Se fltire, numero 11 cui' logaritmo iperbolico è ly 

Si ila y e-'Xtijf = (X , — ±—--.) . . . 

in m ili . /n* * 

/e'^^xr^^^^d*. Gmì se m=?a,ed X=:.2/.A — 



in 



» )-( • — w i. ) ».veirra X' = 2 (-2* — 2a.'4» l.) i X'';=: 4 C ^oih 

de iz:2,n=:i ej^e^ i a — x ) { a: — x — l ) d« z=' 

e** /' 

— ( 3 (a — «) (a — « — 1) — 2 A* — 1 J -l-/«*'dji£= e** (a — 

«t)* -4-C. • . / 

J>24. Sia anche da integrarsi — —^.Poiché a'=:.i-*-*/u^- 

ec (pi8), verrà y ^ -^-/a/ - 

— ra/ ~--f.e<. Onde/ = C -i- /jp -f - Hr ec,*, 

. a y X J X 4 



^. _ : . t-c; 
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92S* Infine poicliè 4f^'=iH>iiijrZ«-4' H-ec^aa* 

xk /]fdx ^fdx mftdàUi^ — f v*dxl*» -h ec = ( ^ ) 

— ( r-"* i—— ec.)-i-ec,chenelcModi«=:i » 

a 3 4 5\ - 

Si ndaqi ad i — — -nec 

Interazione delle Quantità dijfferenziaU 
ov€ entrano Senit Coseni ec^ 

9;^^. Poiché (85p) fdxcosx —senx^ e J^dxsenx zz. — . 

• n n ' 

n aen % T, n . eoa 9 

co» ibstn a ss — — , c Jaz stin scoy z — . 

milmeoteya[)r5en^co«0y =: (619) ^fdysen ( a -4- J 

W rfy a— I )jf = — — 7- •+ i^. Sarcb- 

!ì • '"^ 2(a-4-l) 2(a— r).^ 

be lo stesso per dx sen x sen ax y dx cos x cos ax €C, , e si cra^ 
tetel»be colla stessa factlitk dxsen»senaxcosbxecnà\icen» 
do questi prodotti a seni o coseni semplici per mezzo dei 
valori di sen a cos b » sen m. senb ec. : ma per integrar dx sen^x^ 
dxsen^x ec. è preferibile il metodo segaente. 

Sf^l* Vogliasi fdx sen'x. Facto senxzzy-, onde dx ^ 

dy ( I — , riduco ( 903 ) fdx ien*x =^<i> (l — jr*)"" * 

o a /iìy{l — y^j ^ = are. *c/ij —.v sen è pari, o ay^t/j» (l — 

j^"^) ^ = ^cos«'8e n-è impari y e restxtoitt ^indi i valori. 
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M i\ n ^ C08X . a — i n— I it— s 

n ^ n— -a 

ì-^ ; ■ ) ■ 9en *^ * ec. j •+ ^ — —41-^:2/ — x presi — 

Cermuu n è pari, c — i — --li — =co5 «yptesi 

n(n— -2)...! 2 

termiiu' m n è impaci. Coa) yc^«Mn'»=: C •4- 

6 

4 4.2 ó .4. 2 i 

cos* g . Asen*x 4.2 , 

533' 

p28. Facciasi x — po'* — & ) avremo dx sr — tig , *e/2 a? 

y ', n sen i . n — i ^ n — i _ 
d%co9 s= — — (cés % -+ X 

«,."-3. ^ pL'Vn-^A co,"-5. ^ V- 7--7^'^^ . 

oos ** ^ ec. ) H- — , — ^ — se n è pan *, e se è iia- 

pari, -f. —7-^2 — $mim* presi 1 cenntat come iopra. 

n(n— 2)... I ^ , 

Fct esempio y /iiy cos^^ =: C'h- — ~ ( co«V "+ ^ cos^y^ — ) ; 

5 3 3' ^ 

€ fdycos^yziC'^^89ny{cQè^y^^co»^y -+ co#^ > (-4- 

9^ Vogliiasi anche fdy senFyco^y . Patto cos y^»t on* 

de dy:zz — dx{l^x' ) ^ , riduco (903) y f aen'^y cos^y = — 
m— I m — I 

fx^dx ( I — )"~ *~ o a — fdx ( I — )~*~ :=.fdywi^y se 
* VI — £ ni H- 1 

« è pttiy o a jr* — ~ se it è impa- 

^ • in -+ I 

e^testimìti i Talori , ho fdy sen^y coif'y = C -4* . . . . 
.—^(cos J^Hei—^ — *- 
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è Impartì —^f — ^, preai i Mrmiiu comm 

«opra (pa?), 

* « . ^ - /*, m fi'' 



Ccos « 71-1 {/j-l)òfr2 *'as 
— (sea «-1-^ — — 



] -ii.' j. ec. j «H- — - — — (0281 

3)(iJ2^/i— 4) ' (mH-/i)(»nH-/«-2)..,'i«HF-a 

• / \/ % m -4- 1 

(/1-I}(7lf3) ...2cos s 

£C rt pan, e — \^J\ . se « e impari. 



r?r esempio , la prima formula dìi J^dy cos^y sen^yzzC-^ 
4 ^'^'^ ó> ^ -K ^ ; =: C -i- 1 AC/i**^ ( ^ — xarj ) , e ia seconda 

Jdy cos^ysen^yzz.Q'-^ ^ costi seli'* j H- - se/i*^ . Bisogna 
dunque che i -4ue risultati siano eguali, o diffcriscan solo d* 

Ulta qoatttitk costante 9 che nel càiio nostro è , rkdacen^o 

tatto in seni e osservando che co** se//* ;* . 

931. ConsidenaiHo oca t rotti nei quali entrano seni ec: 

(849.851}. Fatto «=90''— «»ammo Q*.f -^^ — — Itanr 

J cosn 

(45' - ^)=-,^•o*(45•-^f ) (613.3.'.) = 45' 

, J -%Tr -J —zr,-~^ "'>=y 'iJ'^'V^;'-^ 

^ J*Mcnyeosy J cos ytangy o^ '» 

. Fofto ciò^ cerco . Fatto ^enw'zz , onde , 

J §eury * • ' 
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dy = — a* I ) 2 , liducQ ( 903 ) /" = • , . . 

J sen^ y 

'^coty (850) se m è pari, o a — ^^^«(a?*— i )"~ , * 
— ^=^<«n^-jjf (^31^ ae m è ìmpari t e jreitkaiti quindi 

4 valon» ho /_/-z:i -L f — ìt-t--*-/ 

J sen'^y m-^l \ scn" ^y {m^^) sttn^-ij 

.A»^' • % • % ' • . Sjf III— 4)... I 

termixu se m^è pan; ♦ •€ è impari. •+ ] ^ — v 

(m— iX/n— •3>...a 

Mang -—y , pceti — ~ termuu . 

P33. Suppongali ^ = 90* « 9 a sark /^^- =. 5, 

3 — ; — £-2 — ^ ■ se m è pan ^ e se e impaci , 

<m— 3)...3 *^ 3 ' ^-^^ ' *^ 

jne prima. Per esempio / — ^— =: ( — -j--». — ^— »^ 

J CQó' y ó \cos'*J^ ^ca^J 

4.2. cosV 64.2 a' 

Cia4. dimme fiicile totegrac la ÌoìbxìM» ^^-^4 •poi* 

che frttto seny=i «, diventa z '^dzd — z^) iirtegrabile, 
•giacche qui k è numero intero e positivo (iJ53j. Sc;«~2A, 

éllora ^sri^iT-^'ii^^i-, espressione tcliesvilappata 

^'iacegterk ^er mezzo della fbroittla /^''^ (932). Lo stesso 

' j scTi y 



vii:*..». 
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Integrazione delle Differenziali a più VàriahUi* 

935. Se T sii uns fiinzione <li pi& variabili x^y ,% ec, 

le differenze ci* T di T per Xyd? T àìT per^,d*T di T 
per z ce. y le quali si hanno facendo variar solamenre o ja 
o J o 3& ec , SI clMamaiio differenze parziali dì T: ed all'in- 

contro le B&nmt /^Tdx^J'^TdyJ ^ Tdz ec. che 8i hanno 

integrando per x o per y o per c ec. , cioè considerando co« 

me variabile la .sola jp, la sola y^ la sola c ce, pos^on dir- 
fi somme parziali di T. Tale è la notazione ciic adottiamo 
per le differenze parziali; ella ci sembra più espressiva e me- 
no equivoca di quante ne sono in uro tra gii Scrittoli, i più 

di* dTT tZT 
dei quali indicano con —dx^ — dy^ - dt et, ekò che 

^ dx dy dz 

noi intendiamo per d*T,cf^T,d*T ec Si osservi rntan* 
tOt tome pet principio fondamMtalt di «iniili differenze 

che supposto Tr=^(jf,^) (821), farà d*T = ?i(« H-d*,^) — 

T [H26) e <P'd'''T=:<p(»H-djr,^-f-rfjf)— d^T— d'Xrpa- 

ximente cf^T=<|> -f (iy)^T e d^d^T=:^(«-t-d*^-t- 

(ijp)— d'^T— fP'T; dunque d"" T ^cf T . 

936. Data pertanto una differenziale ?dx •+ Qdy a due 
variabili in cui P,Q son funzioni di x ,y y se T ne sia l'in- 
tegrale, avremo dTzzl^dìc-^-Qdy \ dunque supponendoci 
indipendenti l'una dall'altra, si potranno formar le partico-. 

lari eqoaxidni d^r=,?dx^d^T=(ìdy: e poiché d?d^Tz=: 

dxJf?,d''^T:zdyd'''qed?éÌ'Tzz^é? T (935 ), aatk 

dxd^?=idyd^ Q e ^r-- , cioè una differerwalefàX'^ 
^ ' dy d» 

Qdy sarh esatta o potrh intonarsi , se la differenza pania* 

le di P per y divisa per dy eguagli quella di Q per x di" 

visa per dx, '» 

Dunque giacché d*T=zPd«,d^T=:Qd[y,8ark/^T-*- 

<è^T=:Pda;-4-Qdjr:zdT, e in generale da V, funzione dix,y» 



Digitized by Google 



^ . X 355 )( . . . 

si iia sempre d V H- cZ-^ V= dV : 2*. . se varj la sola * c poi 

la s^a saA V. T=/*Pd*H-C,M».T=:/^Qdfy C e 
potrà eiser C ,n p{j^)f C <p(x): 3^ le due espcentont 

y P(ZA:,y^ QcZ^ avranno comuni tutti i teiinini ove si tro- 
va Aj 'f onde i cermini non comuni in quelle cspreasioni con- 

ttrraifiio » ienza y in J^ fd»^ ed y leaza x in/^Qc^jr (833): 

4*. poiché ilallal. equazione si ha dP'T {z:z()^dy)zz. f^^dx-^ 

dyp'{y){m\t dalla IL d'^T (z:zJtdx)z:Ld'P qdy ^ dxp' 

( X ) , sark (860) p{y)-f[ Qdy ~ d^/^ P.ia =:/( Pcix — 

àf^P<idy) è perciò iaT=/*Fci» '^/(Qdyr^d?'/''?dx), 

IV. T =:/^ Qdfy ?dx — d*/^ Qd> ) . 

93:. Per render pià c&mode ^neice integrali, chiamo S 
ì termini' coAtiim o simili ^ e DyD' i non comuni o diesimi'- 

li in ?dx, pQdy (936 . 3^) , ondc/^Fdx:=iS'+D,Pqdy=i 
S-i-D'. SodCituici questi valori nella somma della ìli. e IV. 

•qoazione, vecrk dX = D O'-i- aS -^/{fdx Qd[^) — 

/( d^ D S ^ ci*D' ^ S ) : ma f{?dx-h Qdj/)z= T, d^S-*- 

d''S=:dS(93ó.^^), d^D = o,d*D'z= 0(936,3".); dunque 
T = D -4- D' -H S , cioè /* iìtiegrale d* una differenziale esat» 
ta Pdx-hQdy si ha dalle somme parziali di Pdx per X e 
dì Qdy per y, prvsi una sola volta i termini simili. Così 
giacché la differenziale (3** -h 'ib^y — 3>^jt^* -^(bx' — 

OxyH-3cy ja^ è esatta, trovandosi — =-^^ = 2£»a; — 6y, 

integro ^^^dx-^r 'ibyxdx -^^y^dx pei x e viene jc'-+iyx* — 
3x>* ', integro i»**!^!! — Cxydy -^'^cy'^dy per ed ho bx^y-^ 
3*7* -♦-c^* : onde TisD S = 6^»* — ax** — 

cX^-i-C. Ma poiché talora è necemria qualche sostituzio- 
ne per giunger più £icilmente alP integrali ^. ne' porremo 
qui Taf) esempj. ^ " 

I. /^^-^^t: fatto Z=.,siha/C.^*^ = P^^,. 

II. r^—Jl^y j fatto s , si ha f-^^ . 
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IV. / ^ ^^:r^ 'rr^J,^ ; fatto ^(e-t-Jf) = % . 

II. «-ifj = «^, onde In. xtfy'^ydvs: dpi IV. d» •+ i(y.=. 
dstfs, moltiplico la I. per la IV. • la II.. per la III. ed ho 
xydx*¥ xydyzzspzdz , ^àx'^dy -f*«jc2»^ xydy -H>*<i*= %*dp \ 
dun^e t*ydn*¥S^dy = IO|>«%r« c6j^dy 6^ *tfjpr: 6«*c£ji — 
làpsi/^; sommate queste due e9^A^^m,t.U integrale- 
di we ne y(p~'cf«-—^p""*rfa ). 

iLx*-^ =: sponde III. xdy'-^ydx:=^dpi IV. «do? -h>d!)»=s 
fid%f moltiplico come sopra ed ho x*ydx^ xy^dy z=:pzdiit. 
ed x^dy^yx^dx'^ xy^dy -f ^^cfto-rs ; dunque sottratte 

queste due equazioni la data diviene f ^^±kir£f?|j!,.©vte:- 
fatto si ha / — , 




do queste due equazioni, la data diviene J { pdz-^ zdp ) . 
P33. Data una di&reaiialc a tre variabili Pd^-^-Q^O'"*' 

.Kd«, e chiamata la sua inffgnde saià d* T^sWir T=;:, 
G(y>d T=:Ildif, dunque (93Ó) perchè la differenziale sia 

Completa o poss& integratai, bisogna che^ iia '^^'^^ 
ds dop * 

5)l^. Avve- 
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939. Avverandoli queste condizioni^ V integi'cile T = 
D D'-4- D''^ S si atterrà iniegrando?àx per x , Qdy per y,R dz^ 
perz^presi tuttii tomùni diversi e una sola voltai simili (y3^ 

Così poiché in ( 2y**-f-4ftaV)cÌ«-h 

^ (4* ' 2bx^z tI- si avverano le 

condizioni, viene ?dx=: y^x^ ^ bz^\^, Qdy zz y/ {y- 

** -fx*^", y * tUam 2*H-^JP^5* H-/v/f V" -f onde 

T - D -f- D'-i- S - -f. 52s\v+-h V * 
z*-i-C, Così si trovun ie condizioni per le diff- tc^z: . .li 
Un più gran numero di vaiiabiii, e si integra (Quando han- 
no luogo . 

P40. Data ora la di^renziale del second' ordine Pc/';l-ì- 
Qdx* ove P,Q 6on funzioni di prendo quella '*del primo 
FdXf la cui differenziale è Pd^xof-c/acdP; dunque pp.ragcnan:* 
ào la data con questa , verrà Qdx = , equazione che av- 
verandosi dk J^i^ddx ^ Qdx' ) z:. ?dx. Così mx"^ ' lUlx'-^ 
in(A2 — l)x dx* è integrabile , poiché dP = f?i(m r I)« "dx^ 

Qcia?, e r integrale è w.v' cf.v, che nuovamente inccgrata 
vdk jc* -I- C . - • 

941. Con costante la differenziale è Qdx*, oudcjQiU * 

dxfodv -4- la costante Cd*. Per esempio / dx'^ ( j — a* ; 

dxj{dx — x^dxj^dx-^X"^ ^x^ j'^Cdx fC nuovamente in- 

3 

testando , 4? •+ C*-i-C' . 

942. Data la diifetenziale del" terz* ordine Hd^x h- 

Sdxd'^'X'i- Tdjc' , prendo quelli àA secondo V i*x^i,] Lx^. 
che differenziata dk. l^d'x-^{d? ^ ZK^dx )d'x •+ d'^J»*^ c i 

ho R=P,Sd*=:dP-+'2Qdx,T!rf*=rfQ«P«rciò;v^c=:/^ 
C Sestiruiti i valori di P.^Q. nella seconda 'equazione ^ . 

là -j»-*^— y Tdjp C,, equazione che avverando»., di 

r integrale Rf?rf:t ^dx'^if Tdx C ) . P.t -«;empìo a ' - 
2x^djrJdx -+ (3^* — \)dx^ ha la cotidizioac ncccs».t\.ù" . ^ 
ISntegnat è/'»»dd;p-4.d**(«'— »-4-C)ì; ' ' 
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943. Se dx è costance j sì avrà T integrale dx^/rds^ 
€)i dunque ìnte^undo, i2»/(dji?/Td*^C)^.CV/a, e d 
BOOVO integrando ,/( dx/dx/rUx -4- C) ^ C'»^ C". C< - 

nodo Steno ai trorano le condixioni e ìe integrali di difle- 
renziah più elevare. b u* uiut . 

u .. 2Ìt diiTerènzIaie dei «econd' oidinè a due varìp- 

bih ?dd.^qddy^ Rdx^^$dxdy^ Tdy*. Prendo L di c- 
renziale di AdxH-Bdy nella qu^Je A èi aon funzioni qua- 
ionque di ed ho A.ddx Bddy ^ dAdx ^ dB iy . c'ne 

fett0rfA=itf*AH.ci>A,ciB=d*B^.,fyB, d.vie.e Aa.U ^ 

A,Q=:Bi e perciò R = ^*,S = i?^? . è T = ^ 

Verifìcandoii queetè condizioni, 1' integrile sarà ?dr ^ 
Qdy: tantù avviene in /ddx ^ ArdJy a cui iiitegraie è 

^*i.'*Ì;'^^"i'^*u*'"^""* f"^'"^ integrarsi QJJy h- Rj^^ 
Sd**iy-t.T<<;» i che nascendo coifke prima da Ad* h- ii ^ * 

dark QaB.R^^^.S-^^^H."^*^ T-:^^'^^ 

rf* A = Rd,, A =/*R<f, ^ (^)i ové éiéen^ó A (= 

Sdjt ^ -5^)=t à?pKdxHrdyp^{y) ^ verrà ^ (y) zz/( S 



a y Rd«)} e le condi^doni per .integrare earaa» 



axay, presa cf» costante, hk le condizioni prescritte Te 
tegrale e ( jr* ^ C ) d.v f «^r -4- ) d/ Nel modo 
«o Si trovaa le condizióni per più di due vaf làbili. 
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APPUCAZIom PEL CALCOLO INTEGRALI!, 

Le $^ppIic9uoni àé\ Calcolo Inciegrale m estendono a 
tutte \e parti delle Matematiche; ma noi ci limiteremo a 
quelle phe son puramente geometrìcbf e f he servon di fon*» 
flamento aH\9ltre.(84o). * 

• 

Quadratura ielh C^rtre.. 

946. la conra AM ^on le coordinate AP = *,PM= o 
f e voglitisi la quadratura dello jipazio AMP = Q. Condotti 
V ordinata mp e la Air parallela a Pp , park P/> z= Mr 

, rm = jì;if , e lo Bfmo^ffimpt = -ijy ) ^ pnjie Ì2. > 
^ dunque presi l {iqiàù (838) p fatto (8p6), 

verrini dQ Q = Am<=: fyd» C, pnde AMQ = 

Jxdy-^-Q: oyp si noti 1°. che se le coordinate faccijE^ao un 

angolo obliquo ?zzp, aara (Ó44) AMP =z seri p/yd» ^ C : 
3"". che per integrar jjucfte forn^^le deve y Mèr data per * 

o X per y . " 

^4X* £s. I. Sia un .^Uj^drant^ ^i circolo descritto 
|:entro.A e col raggio a: di avrà jr=y (a^— e fyd^zs, 

.Ì&~2^M9^^-?^- Fatto,=.o,wkAQMP = , 



i ^r 



p» e però C==oj ffanqu? AQMP sz.av — -r- - -^ ec ' 

6a 40a» ' * 

\ lì. N^tt^fUiwc^jrsAytVrr-^^J; ii|i^iic^^ .... 
IIL NeUa ^abdia^/d^s: djfVp* ^^d»^^^/ji9 jg^ 
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-^xy . L equazione alle parabole 01 tatti 1 gradi ey zz» ^ % 

3 ^ 

dunque «Zy=nZ«H-(#3i — #i)/a,^— ed m^n nydxi 

y ^ 

xdy::Jydx:Jxdy : : AMP : AMQ: onde lo Spazio AMP sta al 
lertangolo cUccscricco APMQ:{fli :inri-i}. 

IV. Neir ipecbola equilatera, = aa ed ydx =r ~— ; dllil^ 

o que Jydxzzaalx^C Se 8i voglion prendete gli spazj dall* 
' origine A, lo spazio sarà = o qa^néo x^ói dunque C=: — 
a<f;o=::ao (308)9 e lo spazio Q'APMN:=: aalx — aa/orreo. 
Se AD s a > allora lo «paasio ij^ADBH =: aala — Wo ; dun- 

qu BDPM:z:aalx — aalaz:.aal — . Quindi se la potcn5&a 

n^zr.l, sarà , BOPM =1 ?» y logaritmo naturale dell' ascissjt 
AF = a-4-jt: ed ecco perchè chiamansi iperbolici i togati^' 

nti dei modulo i (302). 

. y. Nella cicloide A£B' ^ 2a«— ) (8?^) « 

' '"'/^^(y ( = ACR ) (i^4fi)zzfdx y/( 2fl;p— X* )= ALQP' {8:3 . 946) 5 
dunque tutto 10 spalto AED eguaglia tutto il semicircolo 
AQB% onde lo spazio xidoijàale è cnplo del circolo geni- 
tore . 

_ VI. Nella cissoide, j^=-^"^-US2) c^d*'=AKMPA= 

153. y/{ar-"X) 

Jìfidx{a''xf*^.Otk/x^dx{a^x)^:^hCOÌi?(l)%e9€ 

si ridica y*^cij^( a — « SLjx^dxJia— x) ^ , fii Uovera (905) 

/•il X /'X X i 

ovvero^ APMK A =: 3ACONP — 4ANP 3ACONA — ANP . 
Dunque pollile quando a,il ttiangolo'ANP svanisce e 11 
segmento ^CONA, si cangia nel semicircolo ACNB » lo spa* 
Tto rn(iMìiSBLto:tAtt ittngó MKABQ-é triplo del semioircolo ge« 
nitore. 

Q VII. Nciki logaritmica, ydx AJy fSós), e /ydx 

BAPMzzAyH-C:' ma quando = i — AO , lo spazio ABMP 
. - ^ ^diventa • nullo -, dun<juc Gz;:— A , e ABMP = A — i ) 
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r1 rettangolo OIQM. Se si fa ^ = o, si avrk 1» «pazio in- ift/^ 
finitamente lungo BXYA— -~A=al rettangolo PQIT. 

Vili. Sia una curva BIVI che abbia per ceduazione ^ s: ■ 

' li ' ♦ 

rr 2 -f- ce. ) -4- aw/* ( i-*- — — ec. JH — X ^ 

^ — — i ec j -t-cc. Se jf= AP=FM=i, 4o 

210 ABMF =; I - — ^ -f ec. =: 0,783430 

540712 ce. 

IX. Sia la curva dei seni AMA'M' ec. la cui equazio- \%(^, 
ne è « r: 'iùre^sen y ttitretoy z^^sen x-% si anà APM = 

^dx sen « =; C — cos x . Faccio — o , sarà C = i , APM 
I — cosX' Sia ip=:i8o°r=c, si avrà. AMA'::r2, doppio del ^ 
quadrato del raggio. Se x zz 2c zi: AA'', si avrà lo spazio 
AMA'A-+A'M'A''A''=:o, il che è chiaro, poiché 1' uno è 
positivo e r altro negativo. In generale se jr = 2kc , lo spa- 
zio sarà zero; e se x^^zk-^-l jc, lo spazio sarà zzn, ^o^ ig^ 
sta V origine degli x nel pnntò A, medio di A'A% la ree* ^* 

ta diverrà -^c— * jr=:90* — x, e ai a.vtkyzzcosx\ onde 

lo spezie ABM?:=s0it«, lo .spezio. ABAVii= i »e A^MBA'A=: 
0,0 non zccendendo elle sne due parti positiva « negative, 
A'MBA'Az:».. 

X. Nella cmrva CE -a doppia oirvatura vole£.^o lo spa-. 
zio CEF ( parte della superficie curva CDEF normalmcritc ^ 
•atoau sulla 'ciirVa -CD (802) ) essendo ai solito -CF^ », sà* 

ha ^nsn /\/( dy*^ébt*) (802); éoMiqne./ydif é&^9ttk./é» 
S'^\ 4y* •+ ) . Così se le sue equazioni sieno ^* =:p4f , 
ap*)'- Pi>^«% verrà = 52^: , = (£iiS;i>IÌ: , 

senza . 

costante, perchè dk lo spazio = o. 

948. Se r ordinate partono da un punto fiseo C , il ree- jgg^ 
Cingolo pPMr di piiitia i^ifi) diventa un triangolo CMr, e 
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ftS. quindi lo Sfazio COMC =: j^d^p-f C. Sia ^ T angolo ohf 
fa .CM eoa una re;ta C A > avremo Mr ;=^<^f (644.698) 1 ' 

r» Esempio 1. Sia Ta ^ni;o;de AM, ti «oo poh P , PM = 
"S'*^,QM B # r «Mlgolfi A^M^ 9; 3Ì avrà (àù^l. 



FQ=--— > ed «=— — dt ai 4.ttnqu9 lp 'tpa^io A?M = 

COS p * CQJf p ♦ ^ , ^ 

— ) (5?3I} H- — a> senz4 postante ; djinij^ae poiché PBQ 
ib*tqngp (64S} ±AJPM;9SPBQ9 ABQM3:; abltang 45''-4> 

|I. N§lla cissoide te si fa AB::ra, AM=;^, MAU 



MA9^~ (^9)t AQ;»AIQP^cof9(645), AP =^ 

a4i*-4-«*cof»^); dunque 4KMQÀ / 

^ r/ w> J 

^ I^P Gos*p = |a* ( tahg ?i rrt- se/2 2?) — J ^ ) ( 928 ) . Dunque 
AKMP A = AMP (=ly*sempcosp)^ AKMOA=^ ^a* ( §9 — 

©««s^ (633)=ijfc/2 4p-^^e;?^co4(p-r.^e/i^)cQ«l^$iQ} eperà 
fnpoos* p:s-\(\ sené^ :^ sm^ ) ; doo^ AKMPA =1 
( — «tfl 2f rh 1 56/2 4P ) . Fatto (p ^ SK>^ |3r tóa l j i ai 

= o=M«4p(6M)^è poiché ia*p e ilseiniourcolo AONÌI 
(520}, Sàti io spazio infinitam.ciitc lungo MKABQ z:: ^a*j>s; 

188. PPÌwlc.d*Aw*»i«n«de, AGFBNeex, AGFBAss 

, CM , (:A=a , Mr , d( COMC ??^Ì^(948) = 

^r/"^^^ «i»*»9«e. COMC =r -^^^ sènza 

✓ 

\ 
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i ùAU fatto ^tcéi lo ipaàio COMAC e — zzai 

... «^'3 
terzo di tutto il cirtolò.- 

Non si è preso qui 1* integrate \fi^d:> perchè que.«to 
"non ;uò esterder.si al di la di *f>— 360 , Hltrimenti i trian* 
gali clejmencari ^^dp conterrebbero i già sommati» difetto 

% può Kttpplir<ji caiéoì&ndo i trftpè^j cUiàehtati compresi 
*ia due spire vicine . Lo ateftiò inconveniente lia luogo per 

a formula ordinaria t^dx se fiù ordinate corrispondano al* 
ti ascissa . 

)V. Nella «plrtie iòerboltcà «cemahdo « Menile ereèce 

), fiara.CN(a) : Na ( - d* ) : ; CM (>) i Mr =i-^^iduiii» 

^/ nIC = -^y^ -^-^ ~ : ìAà 4gf à6 (800) » e però -^^d;r 

Sri, ^ — — 5 dunque ^1^9$ * «p*»io compresi 

tr la .cnnrà e due ordinuce 

Questo metodo può applicàSrsi ìnche alle curve che jjjg^ * 

ha * i\ndin?.te parallele. Vogliasi per esempio la quadratura 
de) settor parabolico AFM. fattó l'angolo AFM=:^~3pc 

^(610) -^p^C-^ean^ì^^-to^^) tehzA costante Ut A iet* 

tore cominci dal punto A . 

Quindi ( sia detto qui di passaggio ) in dde parabole f 
AM, A'M' col fuoco ed ama niedtfaimo lè coi parametri p,i>', ^'7* 
i settori AFM,A^M' compresi tra due raggi vettori comu» 
tó> saran tra loro :: pVi>^::FM* :FM'*::»*;«'* ec. (751), 

Rettificàziont ddU Curve \ 

949. Poiché (861) ds=V'^dx*-+-cÌ>*}, sarà l'arco AM=:* 

^/^{dx*'^dy)^ C m r ordinai» fieno parallele o pao» ^9'* 
tano da un poaio fino. 
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"* *^ i .^^4 rr;^Z5 ^ ^«"^^ atea MB = jf-i- 



3.3a* 2.4.50* 3.4.Ó.:a 



^ IL Nella parabola ,AM= jd^il^ p»'^~ f Z^'^^^*"* 

4 , P 4 4 4 

ciàoio«=:o, e sark ^Z^*, duaqjie AMr!-^V(y-4^ 

4. 4 L p J 

95r. Pud etservani che ae eof centro A e col semiaife 

maggiore BA = si descrive un'iperbola equilatera BN', lo 

apaeio ABN'Q sark TidEy (94^^ zzfdy^{y* ip*)(2ò8);dttii- 

Q sue AM=:j~ /àjtV XABN'Q e però. AM X 
loo< . 4P 

ap=i;ABN Qi onde la rettifiv azione della parabola dipende 
dalla quadratura delV ipitrMa e reciprocamente. 

Ili, Nell'ellisse» sonposto il semiasse maggioresiyia- 
jr*=r&.*(i— e fatto i — &»=c» (246), si ha BM= 

J dx^ — -~, integrale che non può aversi con le regp- 

te precedenti. Bisogna dunque ridurre in serie: ma per mag* 
gior semplicità rìducendo .solamente c*jp*>> avremo 

Jyci— • 3 2.4 3.4.6 3.4.6^ 

— ^ ./^ . ■ ec. Ora tiducendo le integrali di eia* 

scun termine a Jdx ( i — a* ) ^ (903) fatto * = — ^ , m =: 
• 2> a=:i96 = — iin=:ìì,4,ó> ec.|i = iySl>ec.,p=o,si 

avrk 
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DN=/ — ( 950.1.)» duHque son note tutte le quan-- 

tità ài questa serie di cm è' facile conoscer la legge . 

Sia 0. =z I ; si avrk AMB z= ( l . ~ ^ - - - 

ce. ) AND. Dumrae la peuferU dell'elKme è a qoella del 

I c* i.i* i.i*.3* 
•iicolo circosaitto • ^ ^ - 5» • ^ - Ji"^» ~ 2^4* . 6»* 

— — ec.: I ( supposto 4, il Sjemiasse maggiore ). Questa 
•cric sarà convergef»cÌ8s»ina quando i foochi saran vicini. 
Per esempio? se c;::;?-^a> la circonferenza dell'ellisse sarà a 

IO 

quella dek cìrcolo circoscritto : : o»9p? 495 ^2 2^ I : I • 

La rettificazion dell' iperbola si ha quasi collo scesso 
metodo, e può vedersi nelle Memorie di Betiinp an. 1246 
e segw la, maniera di ridurre alla*reuificazioBe di queste due 
C«rvc r integrali d' un gran numero U* altre differenziali. 

IV. NcUa seconda parabola cubica,jf^=<x**i dunque « = 

/jyV'(i^.^^) = ia(i^^^-*^C («58)J fatto ^=0» 
si ha Ctz.— e V afco pceio dall' orìgine = a [ ( 1 -f 

V. Nella cicloide , . = cZ* V ( ~ J {Sl3]2tes»AM^ a; 

dunque 5^/k*V — = 2>>/«* = ^AN (8;4J. . 

/■ (/y 

VI. Nella logaritmica ^^dx=: ad^ , s =y y V > 
se V (j)'* a* ) = » , SI avrk ^ = j^j^^ eàs=zj -^—^ ^ » ^ 



• l (902)=?^* «ì^V-v- =*'*"^H •".IL"^ J 



Z z 
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o/^fJ^l^I—ltijSll jH-C» cfprciiione »d* an arco di loga- 
ritmica in cui C è facile a detcrminaisi ( ìJì\z . VII ) . 

VII. Nella spirale d' Archimede , cb = Mm'=y/{rm*'^ 

Mr» ) = V ( ) (948) : ma » = t2 i dunque = 

eOh/L=:J-^^ y Descritta umi paraMa CNf 

con pr: - fatto CQ=:CM=r^ e condotta TotdinataQN^ 

fatk CN'=: J""^ y (^^i ) {9Soh dunque CN'= COM, 

onde regna dell' analogia tra questa spirale e la parabola. 
Vili. Nella spirale iperbolica » ^,d»=-^ — 5^ odi 

190. y y 

rM(=-*^ (948))=^^ , onde mM* { == m» rM» ) =: 

dy^-t--"^;^, e Parco €01^=^^ VC**-^»)- I>ttnque de- 
scritta una logaritmica NK la cui sutran^mre — è = a quel- 
la Hclla spirale T 865 ) , ri avrk ( Esem. VI.) MOC zi: all' arco 
infinito NK , prendendo l'ordinam NR — C\— CM. Ma per 
r espressione d' un'arco di spirale o di iugavirmica compre- 
so tra le due ordinate^, y, si troverà — 

IX. Nella spirale logaritmica (649)co«Mmr(c):mr(d>):: 

IJS* dy y 

l : ìAm = ; dunque ADM= ^ MT per cs;jer simili i 
0*0 

triangoli mrM^MAT. 

X. Nella curva CE a doppia curvatura x è ed ^ è s 

^93- (802)} dunque V{djr*H-d>*) diviene V(<^s*-*-d«*)=v'W**-*- 

9 

Jy*-h di*). Così Stic sue equazioni 8Ìeno^*=:f>*,^^ ""ló^** ' 

vetta dy^z^^^ , és-- = ^y~ = dxW^.*P{'^'-^'^y-^ 
4* p * y 

à*--)= /V(.i*=-t-^~-KtoV-2-) = /j*(l-»-~V^ ) = 
J 4* » J % m 
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x-^ j)/pxzz x-hy scnia «ostante, ^^trchè « o dk V tr- 
c« della curva o. 

Misura delle Solidità. 
* > 

952. Un solido S da misurarsi s' immagini docompotto 
ìa un* ififinick di piccdi tcrttt paralleli. Chiamando tAtL ba- 
se d*an di essi, d» la sua altezza o una parte infinitesima 

della distanza x dello strato dal vertice, serk S — Jtdx C, 
953- 1*^^ escmLi>io, sia B la base d?l àc iido, A la sua al- 
tezza ^ se le basi degli strati son propor/ionali a una poten- 
za m della loro distanza dal vertice, si avrà A*':B : : :i 

-j-idun^ueytJ* = — senza costante 

se la porzione ' cominci dal rsrtics. Onde il solido intero 
^1^-., poiché allora jif = A} perciò la sokdUa delle piramidi |, 

ki cut f«=:«(539)> è (5^3). 

954. Se il solido BAB'=S è di rivoluzione, fatta MP= 
, Po = S* > «a^k - ^ J> , e il coqo «roncato Mmin'M'=: 

«5* (>* -l->5> ~ 15^4) » onde ^> w jrj^^ 

dunque presi i liouti («38) • p«»o Jyno (836), verrk dS= 

ir^'cir ed S -zzicfy^dx-^C . 

EsEM. I. Nella sfera , 2a» — ;r* ; dunque la solidità 

4*ttii segmento sferico (569)^«r«*(a — -i- ) • sft'a = 

3 

-2.a'irrr ai ^ del cilindro eireoserttco. 

^ ^ bh 

It. Ndl' ellisse, yy= {^ax-^xx)} dunque il aoHdo 

generato dalla sita rivoluzione intorno air asse maggiore sta 

alla sfera circoscritta ::ib:aaf ovvero è — del cilindro ctr« 

3 

ceBcntto. 

955. Si chiama Elli'uoide allungata quella che abbiamo 
considerata , ed Ellissoide compressa quella che è formata 
dalla rivoluzione dell' Ellisse intorno al suo asse minore . li.' 

2 

Iteile il trovare che gncke quesc' mltimo solido è — del ct« 

3 
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jQ- liirdro circoscritto. Duixjue V ellissoide allungata all' fcl- 
lissoide compressa : : abb : aab : : b : a . 
■ III. In una parabola di un ordine qualunque 8Ì ha^'"^ 

onde ir^*d*=ìrd«v'«*''~****** cysT^M* =: . .ju . 
wW*» , _ * -3 mi^xy/ a K_ _ A7 ^ esprei- 

«ione del solido che perciò stara al cilindro circoiicritto : : m : 
m-f2«; quindi il paraboloide ordinario nel .quale m =i 2:, 
è la meta del cilindro circoscritto. 
IV. Similmente se l' ipeibola la cui equazione è ^"ìr* = 

I94-^mH-n ^.^^ intorno air asintoto CP, prendendo GD = AD=i 
il solido descritto dal trapezio ADPM ayik pei* cspre^H 

jìone — 7r(o' — *>*), e pètciò supposto 2n>' m, il 

«ol'do descritto dallo spazio infinitamente lungo OADX sta 
al Cilindro descritto da APCO : : m : 2/1 — J» , e flcU* iper-bola 
ordinaxia -è eguale a qaesco cilindxo . 

Supc'ficie curve dei Solidi di rivoluzione • 

Sia R "una «apetficxe di rivolnztooet ^ si faccia 
^95* tntto come sopra (954): poiché Mm r: v'IS'a;* -4- 5^*)» ia 
«iperficie del cono troncato Mjnm'M' sark ir {^X ^^^^ ) V( 

^y'){àà3)> oa^e _--^_^>,r(2^~h5>)-, dunque fotta 

5y =: O , verrà c?R = 2t> ^(dx^ ^4y) càRzi 27r Jy mJ( d\* -4- 

dji* , -4- C n 27r T/iix -4- C , chiamando n la nonnale MN f 861) . 

£s. I. Nella sfera, n = a (862>; dunque la superficie 
d* un segmento sferico qualunque è 2a««, e quella della sfe- 
xa è 4a^3r o quattro circoli massimi . 

• BL Nel paraboloide ove nz=,^/(px ^ — p* )(250» « ^ 

o ; sarà C = — -~- • 

^ in. Neir ellii^e fatto a il semiasse di rivoluzione che 
^9^*'9ar^ il trasverso nell' elIi';-oide allungata e il conjugato nella 
, compressat e posto iie' due diversi casi de 7 = ì ^ 
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.Knk <7Sli^ Bsr'-^y (~^**'^,t pwò «è 1» curva fcici o '9^- 
lotorno ad AAd iniorm) adEE , si avik y^jr y ( ^ ^ )*• 
;Nel primo taso, deicritco col raggio CD — un arco DBN» 



1Sr superfcte fkcca da AM intorno ^ AA sark (947) H^i^ x 
ABNP; nia nel secondo, determinata C col porre x zzo , sarà 

IV. Neir iperbola fatto a H semiasse di rivoluzione cl>e 
può -Cisere o il trasverso o il conjugato , e. posto a^^b*zs 

X*, ai «vfk (771.767)11=:^ /y/^x*:?:—^, c peròselacttr* 
"Va giri o Intorno a CA o intorno a GQ» si avrk j^^ ^ 
^ C** ^ pigino caso^ determinata € «ol Bure « =:4S , 

la superficie cercata sark (9i3)^f^^^c*— — 6*»•— 
fare jif=:o, sarà (914) -^t-^Y^^ ^ ) ■+ 

Metodo in'Perso delle Tàngenti^ « ìmegrMÌoi^ 

ddC EiiuaziorU dijfcrenzlali • 

9S2. ^i chiama Metodo inverso delle Tangenti quello 
che insegna a trovar l'eqaazione d'una curva in cui si co* 
mosca una proprietà qualunque delle tangenti. Cerchisi pejc 
€S.' la «urrà in cui la saonocmale -è ccsstante ^ r: a '. Poi* 

«bè Tespression gtneraik di ^esta. retta è ^^^avre» 

mo -^:^a^ydyzsn4*t • integrando, per esprundre ch$ la 
proprietà data conviene a tatti i punti della cofvtyii ba ^y* ss 
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mx, «oè r- 2«(j:-f.C), equaiìon* allt pttabolft, che rU 

solve il problema proposto. E' dunque chiafo cb« questo Me^ 
todo cor duce alla soluzione di equazioni differenziali che di* 
coaii df l primo, del secondo c£. ordina 9c contengono le 
differenze piime, seconde ec; c son poi lineari, quadt^ti' 
che, cubiche «c. se le variabili vi si trovano alla prima , sc- 
•cpoda* terza ec. dimeiisioAe . 

jpgS. Sieno ?,Q due fiuiaiofii di x,y, tutte l'equazio- . 
ni difFereoziali del prim'Miae a due variabili verranno rap- 
pti entate Ha Pt/jf-t- Qc/jf fs o, equazione integrabile i**. se 
P e Q aleno funzioni di o di ^ sola, giacché in tal caso 
ella di .^nta dyzzXdx o dtozriYdyi aAzi «mili equazioni, 
fotta dx o dy costante , si integreranno, qnando pur fosse- 
ro di un ordine n^'^^, col metodo dette ripetute integra» 
ziom . Poàcbè da ~^=X «i ha.^lj. = Xd*, ed integian- . 

ed integrando ~4=Jd» fxdx^Cx ec., ripetuta V 
operazione finché si abbia 'jf. Co^ì se debba sommarsi la se- 

TiTs'^ liTs r^z'^ «PPOito » non 

«aggiore di i , differenziando à ha dm :z: ( ^ - 

g^-f-ec. j da? , e di nuovo liilFefeiiziando , ctó^ = ( jr -f* 
3*^ -i- ec^)d**, e differenziando una terza voka, 

d*^= (4 -h** ^ *4 ec.) li*^ = jifL (26o)i dunque 

* ;5i*""r:i'?* latfigrando (5^07), ^ =..... 

^ r- coetantr, perchè «s=o dk^=:o: 

o ddy_dxl(lj^x)-^^dxl{l-^9) ^. • ^ 

• ^5 ^» « mtegrando (920), 

4, . ' ' ji . : r— > ed integrando . 
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Inoltre le sia 0 = ^, , = r-Ù~'^'> s - 

■/^^ ; III. .=/ ù ed , =fiax=fixj,as=/ 

/ ^/ T J formule intcfrabili se p sla*f|)nzi 



ione 



dì y,q di p,r ài qtS di r ec. Così per i' equazione i 
^ cioè I = o r =i-i , U m. dà # = / jdy = 

i^»-+.C, /jMa^ljJ C ed > = -L ^5 JL CV^C"=r 
— *t- — — — -r v* . 

3-5 ìft 

Riprese auciic le lurmule ^-^ = « , ^ = g , = r ec*. 

ax ^ dx * dx 

veni I. ^^P'^P = 2^J',^p*=y^a^,p = £=Vy^^ijr, 

r<ir=:sdj^-ir*= / , r =: '-^ = ^^2 /sdj , « = ^? — ed 
— f~^' — *^*» fornuile integrabili le j siafa«- 

«ione dì y^r il ài q ec Cofì per 1* •qttsùoiie ^ z= 
cioè r=:, e ^dp^i^p* ^.C, Ja II. dk * = , 
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CV Ce-' . r pdp _ 
V(p' -4. aC )-»• C" = ~ H- e =.C«*H- C'«-'-i- C" , 

e c 

prefo il valore Ape mutate le coitanti -^ mG»e^;m C. 

959. 2°. Si integvra 1' equazions PJjt -4- Qcf^ =; o se 

?^-?=i~~ (93^ )- Spesso però anche non avverandosi quel- 

dy d X 

la condizione» l'equazione può integrarsi col molciplicailii 
pet un fattore idoneo: taii^ à'^^J. — jii^*h«£^'=^o ae si 

molàpli^hi per Sia dunque JP il fattoi cercato» e V e^ 

quazbne diverrk leVdx^^VQdy = 0». che supponendosi ora 

integrabile , data — .— = — \odiffercnziando » — — -V 

?d^V Fd'^Q Q<ì''f ^ T 4 u 

— - — — — — ^=-r~~ — o > formu» generali: da cui si avra^ 
dy dx d» o ^ 

fie si prenda per F un* idonea funzione di » e ài y con e* 

Ikponenti indeterminati-, come Fzz x'^^"; ed m,n si deter- 
mineranno col sostituir nella formula i valori di F,P,Q e 
loro ilifterenzialà , « con eguagliare a acro i termini omolo- 
ghi. Così datii r equazione 2ac/i9ft — 2bydxt — òJtdyzzo^ awtò 

, X r d*Q , cPt 

dy ^ ote dy 

7*"^ — — , • iostitoendo nella fòrmula, trovo 

( r?? — 2« — > j&x*^'* -f 2(2/2^'*^''"* — o . Eguaglio a zero i ter- 
mini omologhi, ed ottengo l**. m — '2«-* I no : '2". 'JimnOi- 
dalla seconda etipiazione ricavo n zz o, onde la prima da 
mzzi \ dunque F~xy°n;e, per cui moIjjpUcando la data 
equazione, si ka 'laxdx — 26A?^tZx—6ac*c/)»;::zo, ed integran- 
do, a**— hyx*:=iQ. 

Si osservi che lo ^stesso metodo ha luag« se st to» 
^lia il fattore che rende esetta nna data differenziale , co- 
me dy — ydx\ 2*. che se ni, n si abbiano da una sola equa- 
zione, come da m = n -|> 1 , si potik fare nz^o t anche 
prender per n un numero qualunque : 3''. che non si ha fin 
qui Ifegola alcuna generale' per dtrc ad F una £brma adai^ 

caci. 
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Mta ai particolari bÌ90gni , benché in certi casi va. facile di 
determinarlo; ed eccone il. modo. 

S«ppo8to dF — A<i» Bdy onde = A , — = B ( 936 

la trovata formula generale diverrà — . BP — r— — 

dv d» 
^ • 

. .d^P AQ-BP . , 
AQ = OrCioè-; «-irs^i.-; ; dunque se il primo 

membro di quest'equazione sia funzione della sola a:. ondec^'Qn; 
dl^» lo saia anche il «ccundo e perciò auche F^e. si avrk 

B = o, dt =Ad4f,— dq:=:^^J -p .(=iFj = ... . 



. Da- 



O ove r , f , u 



ta per esempio , V equazione rdX'^tydx^ tidy = 

son. fanzioni della sola * , sark ?•= r /y , Q = « , — — = « 

/-rd» 
I / « 

ed F=i — e , fattore che rende esatta U data, e che 
tt * 

pet r equazione atdy-^yéx «d»=: o accennata di sopra, 

si trova essere = -1- come dicemmo. Con questo mccodo si 

sommano le due serie v ^ 1- ~ ^ v- ec. : poi- 

4 4*^ 4-6.8 

dv 2djt 

che. differenziando e poi dividendo, per , si ha = — \ 7 
dx'^^ ?:ec.i dunque / — — 

4 y * ' 

— onde differenziando, .^=^:*difH-'(a±>)d4f ,QÌoè 

(l±»*) dyqp yxdX'-^OMdxzio, 9v.e es:^:»» u=i.dt»^ ed 
r ndx 

Aaa 



; * -4- — ^ ec. = 
4 
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C = ±2,perchè^:=bdk«s=o*» dunque^ = ±2 v/(i ^Jf') =1=2. 

SI noci che ad rdx '4- tvéfjr H: ucTy z= o fi ttdiice anche 
ry(i»H-eydjr H-iid>=:o dividendola per y^ e ponendo jr*"* =r 
s; vi n rìdacono anche dell* equazioni più complicacev ma 
non dobbiamo allnngarct-di più. In^Àntto il metodo è partiii» 
colare; e perciò qualor non riesca', fi passa à sparar V «- 
qua%ione cio^ a dividexlà in due membri, ciascun de' qua* 
li contenga una sola variabile con la sua differenziale. An- 
che questo metodo non ò geneiaie: ecco alcuni casi in cui 
la separazione riesce . 

yóo. Se P =1 XY,Q = X'Y'(X,X' son funzioni di 

Xci jv Y 'd 

«d y >Y' funxioni di )> rata —^=«-.-.^, equazione wt* 

parata. . - 

961. Se P e Q son funzioni omogenee di x^y^ cioè se 
tucti t lor termini hanno x\y allo stesso numero di dimeni 

•ioni» fatco xzzyz, sarà y una funzione Z di e si avrà 

dx^Zdy^ozz zdy '■{•ydz ^Zdy\ e separando , ^ p ~ 

Così (ax'^by) dx :=.(mx^ "^^dy^ fatto y% onde 
5=2= -"^.^., àivieae - = ^^J1^±I'±}.^— , 

r aZ'+b y az^^{b — m)z — n 

^uazione facile a integrare (910.914). 

962. Sia ora V equazione generale ax^^v^dJ* dy^ -^bx^ X 

^ if;/^ dy -^Gx y dst dy^ ^ te. zzo ove per la nata* 
ra di tali equazioni si ha sempre p 5 ~ />'h- 5' = p"-*- 7"= ec : 

fatto ella diventa r^ax^z ^^"^^^^^ dJ*az^-^ 

v^"' » w H. V^»" •+ ^' i - a" X 

dfx*^ cfi" -I- cc.=:o", e sarK omogenea se m n q) — 
2 = m'-Hr (n — :g' = 77z" -4- ; -+ g'' «C-f cioè 

— — ^^sKC^-Cotìrequi?» 

n — n— 2 n -i-j — /i — g 
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rione ayx^dx -4- bdx H- cyxdx -+fx^y^dyzzo dk m = « m > 
m'zzn' =o i , w"- =4 ,/f =2,3=3'=: o. 



g —1 e pero r= — = s= 3 = i ; dunque 

« 

fatto ^^n*^ , BÌ aiT^^x^dx r^bdfc^€%~^ *dx'^ 

fi^n ^<fs = o, equazione omogenea e perciò integrabile 
<96l). Parimente 1' eguaxiene ax* d»^, bx*y^ dx*dy* 

cx^y ' ^ dx^dy -^gx^ ydy^ — oda 772 = 2 , n ~ O , m' = = 
3 , = 5 , n" = — il , = 5 , n'" = 1 , 3 = o , = 2 , r/' = 

,,3- = 4 e peròr = ?.-ll-t2 = ÌrAT!d:^£rA-ti = 

I L I 

j dunque facto > = a/ , si avrà 6iì5aJlf *dje^ -+ 25&«^x X 

5 . ' • ■ 

c/a*(/z.*-4 i25c.r^z '^dx^dz-\' gx^z dz^ o , cquaTÌone 
omogenea clic facendo zzzux ^ dzz^^t^ujdxf SÌ riduce 



a 



^ — ^ i-i-625a = o; or da quc- 

. U li* ' 



sta 8i ha t data pet u , onde «upposta « = U y da udjr 

7 . > J • i/u ££u ^ , , 

xda Uri- u) dx Yìtfi^ — =i«-=~. Dei rcsto, se taluno 

fi . ... ^ . U ^ ...... . 

. . m— g — m'^a[ ' . O r ù 

det rotti — ; — i^, i- ec, divenisse — » non se ne lareb- 

n--i-g'-r-rt— 3 • ^ ■ O * 

be conto, ciò solamente lignificando che qualwiqae valore 

di f* rende omogenei \ terniim d*onde quel rotto riaulta; e. 

le divenissero tutti i rotti, o andassero a zero tutti i lo* 

9 \ 

so numefatori d 4enqminatori, ciò indicherebbe che per ie« 
p^rar le variabili non vi è bisogno'di metodo. 

963. P^i^mo a4 aicre equazioìiiy e lia da integrarli 

py— ^-i-X=:o, ove p , X possono essere fìinzioni di «• 

Paragonandola eoa rdx^tydji udyzpo (959)> si ha u ^ 

-i-l,i=p ed F = — e'~"^^'^{ pnde fatto pd* = . ella 
aiwra — Xe^^rf^r— ^e""*«U-»'e'*^<f>=o, ed integrali- 
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/J'^'£^Cy Corine ■i'abbU j £=«% ««àps: — 

e ' t 

A questa equazione si riduce py— -^"^ 

£Z o col dividerla per etàvpoi—^u:2.py — . 

— X^" ~ o col dividerla per e far quindi ~ 

u : 3°. jì^y"^'^'^ dx — X'y^dy -i- X"j>" dx-zzQ dividendola per 
X' X" 

X(f« , facendo ^ r , — =^ q etrattandola poi come la passata . 

Ma sia Tequazion lineare del Second' ordine , jf -t- 

mày hcldy ^ . , . _ dy 

-r-*^ -V — , 2^ ^ ove ambfdx son costanti . Fatto p c: -~ ov- 
CI** *^ tt» 

vero mp — ^^zz o ( m è indeterminata.) e sommata que- 
sta con la data, viene \. y^ {a ^ m) p — (mdy ^ hdp) 

•^=0, ove suppongo ( giacché l' indeterminata m lo per- 
dei jv 

mette ) che un m^^^ della prima parte y (a-f-m )p sia 
T-integrale -della seconda mdy — bdp; dunque j -i- (a ^ m.) 

p= ^-limdy — hdp)~y ^ onde a --1- 111= —-^e Hm^ 
^ mj ^ ^ m m 

— ± — à ^ . Fatto ora III. jf •+ ( a -t- /« ).p ^ a = 

JF— ~ e perciò duzzdy — ovvero mdu md.y — bdp^ 
la 1. diverrà u — 2f?!f — q che ci da ( ^3 ) IV. u SE 

C^. Quindi poiché dalla II. nascono due valori m\ni^' 
IR che posti nella tV. ne jftanno due t/ju" di la HI. Bl 
sciogtieck nelle due jr (a m')p^ u' ^{a^ ^'^ÌP ^ 

it" dalle quali si iia k V. ;^ = ^ — ; — ^— — i— * 
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•Così data^-f ^ — ;f4=o> a=:4»^=~4' 

de per la IL viene "7 * pciciò = — , «i" = 

— I -, dunque per la IV. = Ce^' «d Ce""*, con che 
daUa V. Bi ottiene = (0^*-4-5C e'"*)- 



K qtiì 81 ha la gomma di tuttr le aeirie della forma 

1 ^ — 1- ce. in injin,^ essen- 

1.2. 3. 1.9. 3. .•2r 1.2. 3. ..3r 

do r numero tnteio e positivo. Si voglia la somma della 09- 

«* 

lic y—i — 2 ; diffticDziando 

i.a 1.23.4 i.2.3-4^5o 

abbiamo tìfy =; ( * H- — — : «c ) d*, e nuova- 

1.2.3 1.33.45 

mente diffetenxiando presa d» costante , dd[^ = f i «4- 



ec.) dx'-^ydv'^' Si ha dunque j-^-o, 
ovea=o,ò=— I,m=:±Vl,*«^=I,w J • perciò^z= 
i (Ce*^Cc Per determinar le costanti si x)s«crvi che 

quando a? = o , viene ^ = j ( C C ) = i , ciy ( = — (Ct >*dx-- 

X'e""*d*)) = o=:C'— C; dunque £=C';=i edj^ = 



2 2c* 

dy _ 

965. Se naaachi^ neli' equanone data , fatto t,^ 

cUa diverrà a% -4- ^ c:: o , e il suo integrale, si trova y 
ax 

— .Lcff . * -t-C'(9^3): * se manchi anche si userà, 

per U metodo già spiegato (p58)- Se nella II. c- 
azione sia ~d* verrk m' = m'' =^ a e quin- 

tU ù' = u'' aella. IV. , ed =; '^«^i* V. , ciò che 
non potrebbe avveraiai se aoa fesse aaohe C=:C'. Ora 



• . )( 378 )( 

pei' determinai; y in- questo caso , prendo 10 infinit^ii- 
mi e pongo m" s: m' + w, 4unqae —5= — , = — 

_» •■ - , s 

-^r-^VcT, • = (' -;?^') ( ) , ?rMCU»aBdo 
w*,w^ ce. tipj}i c poiché ni' — — w, la V. eqaazio* 

ne 9 posti nel numecmtore Ce*^' per u* ed jn' w per m<^y 

2C 

diver^^ ^ ( 1 Hr ^ ) C# ^ , onde fatto — = , viene 
j = (C -i. Cx)9 « : così se si abbia v h- ^^^^^ÈL^ - 

o, satk « ==4» ^^r- = (C-h C'a:)e"^ ^ . Che se 
nolla stessa equazione II. le ^dici wf^m'' sieno immaginat 
rie, potrk snpporBÌ (149) mf— r:iÌ±^^"ZÌ . m ' = . . . 

zJL::2gvzii, onde — = _^:ziL^it Wii! J L = 

3 ^ " mf (a— %v^— i)(a-4«3^-s/— 1) 

>->3<iJP-r4g^V— I ^ _ — 3a3P «4- 4g^yv/— I 2a*_ _ 

^4:1? dunque 

/ ^ — — ^:mae 

m — ;» ' 

CM jBd:\/— I . sen z (630) ; dunque sostituendo , ponendo C e C 

iivece di^f±i'^-?-li?:t2l')S ^ di [(«"♦"'"'iC'-f (a-4-m"jqV-i 



e rimettendo i valori di r , venk yzzJ^ '^^ lQ 00^ I- 

^'^'V-i^irO- C*»*^ " Si abbia ^ 1^ i^f^^ =0, sani. 
« = — |,6 = X,^=zX ed yz:z'e*''{QcosX'¥C senx). 

966» Nel Aodo stesso potranno integrarsi due equazioni 
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jcantt; poiché ne la seeondt n moltiplichi per 1* ihdetermi- 
Hau m e fli sommi con I» primàt Vetrk {m^'ì)y ^. (a -+ 

fm)x-^{gmdy-\-bdx)y^z:zo\ onde fatto come flopra (^4), 

( m •+ -f/m )x=lL I (^nmdy -t- òdof ) =:^-è. ^ , si ft« 

Vik mH- l=g,a ^j)n =f A ed =ir ^ eqUazi*. 

ne che determÌKia m. Quindi «e aia (/tz i j 
4f = u * perciò OTdtt ^^md^ , 1' equàzioae 

„ t 
sommata diverrà u H- zr.ot avremo al flolico « = Ce 
Il rimanente a fa come sopra (964) , e tutto ciò ha luogo 
quando pur V equazioni, sicno jr -fa^-i- ^^^.Sè^so,^-!^ 

• . . rTdt 
, h'dx'*'&dy I "7,7" 

— TST ^ov* «=Ce . 

962 Sia anche l' e^azionè ^H-~^==XoreXfc 

d jc dx * 

funzione di *. Timo si farà come sopra (964J, s^ non che 



r equazione è qui ^ - - 1 =ò chedk (j^s) » =: (C- 



X 



""xdxy oÀ avendo , -^-^J;=a*,„Aa= 



2? * ■ 

■^Ce* •^2(*-+l). 

ec incradotte neU' e^utó».!, fi ebuuM M Ci^«>nei /«- 
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4tt«rmnm, v»«e anche p«t 1' squaxìoni FiiiMn di iu «Ha. 

la^r>« ^ "^'i! """'Z "~ 

tndy t A cip ri rrr o ° fif 

j «quaiioni n>p - = 0, ij- d^. 

'ie « integreraniio con Ja «essa facilita: il giro P"ò sark 
h^i«M^Ù tango, attese V equazioni l da cu. debbon 
iJ^tsi i y^otì dell' indeteaninate k,g ec. dati per m , e 
quelle del grado ( n ^ tf"" dalla cui risol«zion. dipen-. 

Del testo , con le due equarioni p = ^, 3.- J^ - J^-- 

integraoo anche quelle di «econd' oidine ove manchi ^0*0 
tà^ integrabile Is risultante equaxione d. pr.m ordine tra ir 
Ty • p : allora p «aà dato per * o per > e si avrk jr = 

fpd» o * =11^. Così dit dx*-+à»if-Xd'y =: » ri»nlt« 

!■ ÌBte«t»WV — = § : e da d V md*dy -h n>d*- = o ri- 
sulta 9 mp ^ «»= o = jdv -»- «ydji-*- nydy :;zpdp ■+ imdy -»• 
;<>J*, parimente integraltìe perchè omogenea ( 961 ). 

Mt l'omogenee di «econd' ordine, in cui dx,d xec.st- 
valatano per una dimensione , posson sempre ridursi al pri- 
nM> con le »o»tito«ioni ysiua-e j* = «, che atteso djL=pd*. 

• dp = ,i*='^. danno ^*=^^ = t = -1 - 
'bxdxdy ^^-d'-y =o diventa au^hp V = o r^; ««* — 
. bp-^au du _ gu^dp , 

liPJZSli^— , eqatóon a«l prim? ordine ehe «e pom wpa- 

tarsi ( come nel cnao di separé A anche rato = 

ji^t, . Anzi taU eqaationi al xì^nannD't aol cke «eno omo- 
genee riguardo ad ^ , c/y ,ci*j^, qual' è ^d^;^ — rf/ — X;iciaf Jy = 
e; poiché fatto P J ^^'^^ dyzrzugdM^ 

d,z:zyfidmzz:udy-¥ydu,^^zi:u4M^iÌ^-^—* eUa. 
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•» ^p^dx* — Xypdx* = o «* rr uX » che dkiii»:^ 
i « >9ttae •---s.Xcfjp.». e^uazionei ««parata. ddL 

prim' oidine che- separar anch«. ^'zi udfjr.. 

L* equazioni che non hanno la forma delle precedenti , a 
non possono affatto integiarisi o esigono delle artificiose so- ' 
fitituzioni per separarne le variàbili .. D' ordinario si sostitui- 
sce con firncco- eguagliando ad una nuova variabile i termini 
che ammettono integrazione ; ma.non vi.è regola generale per 
sostituire ^ e poiché il molto csesdzio supplisce in questi c«t 
si alle regole» porremo q[ttì varj esempj d^. sostituzioni con 
cui si giunge a separar le variabili in. diverse eq^uazioni.del 
primo e second- ordine, ove. Y espximon. sempre una fun- 
zione di o di ^. 

I. x^dx^ ^ axydxdy zn bdy^ : compiendo il quadrato si 
ha (xdx^ }/zydy ) =■{ -a^y*-^ b ) dy^ , ed estraendo la ra- 
dice , xdx — ^dy [ \/(a^y'- 4- 4* ) — a> 

II. ^a''x^dx-h'^a*bxdx-+^abyxdX'^2ab*ydi3f'^b*y*d»^ 
ab^dyzzo. Osservo che l'equazione può acriversi ce sì: 
{2ax -i- 6> -+-a&)*<ia? — afb^dx^-^ab^dy z=o ; e supposto (3a« «4- 

iy'-l-ai)*<fo=Oi. verrebbe- jfi = — _ — a. Faccio dunque 

^^QX 2 ^ '' 

yzz%^-g aydy :^ — — ,. é sostituendo e ridocen« * 

- . ■ abdn s' 

-ao » viene a*=: -r- — - 

Ut — aìdxr^Syx^dx-^ sy^xdx^y^dsM-x^efy'Hi^dyzzo. 
Osservo, che* supposto (y — ^ )^'^9 verrebbe ^= », il 

che si. avrebbe anche dall' equazioni combinate — dx(a^<^ 
ìz::,o dy{x^ -^a^ )=:o . Caccio- daiiqiie^z=sH- «,d[y = 

dz d 

dn-^dxy e sostituendo e ridUcendo viene- — f = — *-r . 

IV. x^dx xydy »¥y*dx =: Xdx: fatto xy i=.z^ sijja 
zdz=z {X-^x^)xdx. 

V. 2ytiy -Jr X'ly -+ydx ~ ( c -4- x -+ jy ) Ydy ; fatto x ^ y z=: 
%f viene ydz^xdy — {a-^x) Ydy ; fatto ^2 zzu, viene du — 

\ * aYd ' . ' 

to — =», viene infine dp^~ — 2,, . . . , 

Bbb 
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iic ^ costante: fetto y ac ft^'vlelie.jpd/rzfij** (2Vs-4- C)* 

' XIX. *<Mx*4-<i**^=: — Wc è costante: Httm 

a* 

xdxzi ndj^ 'Vient ^-=r— jFtty. 

XX. «^%'"""^<W)^=Xd*'" ove è costante d»: £att# 

d^zzzcZjf, viene a z dzzzYdy. 

XXI. acijccZy =: ( 2addt — 24f<i(i* — 2dd^^ X — - dr* ) ( « — 

.>. " aj- j • adxdB 

x)iJxi Je SI «accia a — » =j>' e oy =: imU» viene — r— 

pjy^P ^ .à ^^y^ — dd%^x^ , cioè posto il valor 4i « = 
» e di dxzz — ^pdpi'ddibtJx •+ ^^:=^vdix — — il 

cai ioccgnilt è d^'s/x^zpdx cioè (>»2^)=^7— -t- C. 

XXU. Yd** — OTtZ^* — nyddyzzo ove d* è costante: fat- 
m ^ ' 'n mzdv* 

10 djf='«é2yvi^* onde 0 = ( dydz -f- «d*jr,) Vj'* -!*"— ^ X 
j^jf , Cioè nyddjf — — jndjf*— — 9 viene Ydy^y 

^ e dxzz dy^y" ^ I 2— 

959. Del resto dal non potersi separar le variàbili non 
biscia dedurre che T equazione non è integnibìle: ve ìie so- 
no alcnnexlie xicosando in ceiti casi la sepanizron^> pos* 
•on generalmente integfirai^ e tale è la famosa Etfttatkon^ 
dml Conte Ricciui ày:^ ax^dx^^ by*dx , sopra cui lasceremo 
che si consulti il Calcolo Integrale di Le-Seur e lacquier. 
£cco..ora dei pioblemi sul metodo inverso 4eile tangenti , 

Feosl» I. Trovar la «nrva la «ni sottengente = 

— • Si avri dunque separando, e integrando, 

n . X y 

nlxzzmly -ri- ZC ; fano dunque xi=:yzzot sarà ( n 

m)lcf onde j o - , equaseiene cercata. 
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IL Qual' è^a cum'che ha pcc auttangcntc*—^ zz. ^'Ji. ? 



•Si avrìi ^ = -1-^* i ed integrando , /y= / ( «*-|- »*)i^ZC =: 

7C(a*^H- onde ^=CÌ>/(a*-4-«*): fatto *=:o,divien 

•costante i' ordinata = Ca =: b y onde C::;:: — 4 peiciò = 

(a*-i-;c* )> equazione air iptrJlola (^62). 
or ^ ' > 



III. Qual' è la ourva in cui lo spazio ABM^-— AMQ? 
uba dunque — /*<iv = /jd* (946), — — — 



6« a 



IV. Trovar la curva BM il cui spazio ABìMP eguagli 
V arco ~BM mòItipUcato per una costante a^^nàejydx = 

a fjiàx'' -^dyì* Dunque — =^ -/TT^T'-r:* iotegran- 

•io, i=z4t>H-VCy*-«*)l (pis). 

V. Trovar la ctttva AM 9 in^cni ' il ragera osculatore 

Aie = MN . Poiché MO ; MC : : MP ; Ml^ , st^pewa dje co- 

- ^« *• • 

itante, aark (869) '^Z^ddjf *^^^^^^ -^ Jlfki^-^dxrM- 

ày* — 0. Per integrare, sia dx^^pdj e diffcrenzisjndo , £ÌJ> :^ 

— c aoatitttcndo nell'equazione, — -^iun- 

:t cLy ^ ' ^ '%m^^ equazione differenziale del prim' or* 
dine della curva cercata . Se nzzm, ai ha iLrs d: jfd^ ( ©* — 
^» a , ed X c' ±^{0* equaaione %1 circolo . Se 

«1 = «flH si ha ir =: , equaaione alla cicloide ^ 

Va c — j/) 

VI. Trovar la curva 3M tale che «ondacendo per Te- 
rigine A dell' aicisife la rewa AO che faccia tM' aeae nn 
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« » 

««^'2«^2. A queica cquaseione sì riduce i®. J»>*^ 

X^""*" ' c: o col dividerla per ^'^'e fer poi ^ = w: «^ PJ' . 

?!!ffe_j. Xj^" = o col -dividerla per jr" e far quindi J'"^ = 
dx ^ 

a : 3°. pX^'" - X^'^dfj/ -i- X ^'' - o divìdendola pec 
Xdxj facendo ^=:r,— rr^e-tractandolapoicomelapaflfiata. 
5HS4. Ma sia l'equazion lineare del fiecond' ordine 7 -h 

f^^f-V-^fS'ii: o ove a, 6 , c£* son costanti . Fatto ^ 1= 
,dx dx* ^ 

vero mp — 2!à.= o ( m è indeterminata.) e sommata que- 
^ dx 

sta con la data, «iene L- ^-4- ( a « ) p — ('ìttd> ^P) 
— =0, ove suppongo ( giacche 1' indeterminata m lo per» 

mene ) che un m^^^ della prima parte y ( « -4- m ) p sia 
T-integrale 4ella seconda mdy—bd^ ', dunque y ( a w) 

p= Ly^(mÌjf~Wp)=:^ — ^,ondcà-4-m==— ■^en.m= 
-*i±^^^ — è^. Fatto ora III. > ^(fl-hw).p = a = 
•«-^ e perciò duiiidy — ovvero wuitf miihf > 

la X diverrà u — 5^^?^ = o the ci da (^63) IV. u ^ 

uX 

X ' 

ci'" . Qntndi poiché dalia II. nascono due valori m' , m'' dt 
m che posti nella 'IV. ne ìlanno due tt',i*" di u, la III. 9i 
^ sctogUerk nelle dae ^ {a m')psz -t- ( a -i- m'' )p c= 

ft" dalle quali siiia la Y.j =^ ; ~ " 
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Così daca^-f^— -;«5=o, saia « =^,6 =— ^ , fin- 

de per la IL viene ± « perciò m ot" 

I . dunque per la IV. u' = Ce'* «d «"s: Ce"*, con che 

dalla V. si ottiene = i (Ce^^-4-5C'e~*). 

Di qóì 81 ha la somma di tattr le Ètm ^ella forma 

2 ^ ^ I 1 — — -f. ec. in injin, , csscn- 

1.3.3"^''* lAa-ar i.3.'3,-3'' . , 
do r numero tnccco e positivo .^Si voglia la somma della fl«- 

xie « — I «i- 1 ^ 4 * > ec. : diffeccnziando 

l.^ 1.2.3-4 i-2-3.4.5-^ 

abbiami = ( * 4- — 1- — z «c. ) d*, e nuova- 

«iwiw. «jF ^ X ^ -T- 1.23.4.Ì 

mente differenziando presa d» costante , d^jp =: f I -4- 

ce. ) =jfd** . Si ha dunque y ^ ^ - 



«ve a=o,ò=— I^m=±A/l ,J«'=:J ,«"=:— J e perciòjr::; 
i (Ce'^Ce^" *)• Per determinar le costand si osservi che 

quando* = o , viene = ~- (C -i- C) = i , dy ( - ~ (Ct-da-- 

'€'e""*ci»))=:o = C — C; dunque £ = C ;= i ed = 

965. Se manchi^ neir equazione data , tttte =^ » » 

dk diverrà a» -+ — = o, c il suo integrale, si trova y =: 
ox 

— È. Ce . * -hC'(963): e se manchi anche «i Hserk 

per il metodo già spiegato (958)- Se nella II. e- 

foazione sia j lì» :t: , verrà = m" = — — ^ e quin- 
di ù' = vf' nella. IV. , ed ^ = nella V. , ciò che 
non pQàehhe avverarsi se non fesse anche C = C'. Ora 
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o, sarà a == -3., = i cà y =: {C-^ Cx) e ^' , Che se 



)( 3?8 )( 

pei' UetermitiaL' y in qaesco caso , prendo ii» infinitesi* 
mi e pongo m" = tu' 4" 4anqa« — =^ - v — . 

-^r-^!nr. ' = ^'^''^ ) , ^ascurando 

«1 ( «i -4- ; \ m m / 

ce. U9Z)> « poiché m'— ib" = — «, la V. eqaazio* 

ne» posti nel nuniexi^core Ce*^ per u* ed -f- w per 

diveri;ì^ ^ = ( l -f — )C* ^ , onde fatto — = C', viene 

«=:(C -H- Co;)» " ; così se si abbia v h- •+ ^^^^^ 

5* 

stessa equazione II. le radici wf^m'^ sieno immaginat 
rie, potrk suppor&i ( 149) m'~— ^^V^TLÌ , iz: , , . 

■ a .... 

zjii:2?£z:JL, onde — = ——^SfÌJÌS:^srJ.Ì L =: 

2 m' (a— 2^V— |)(a-h2^V— I) 

— — — ~ — ■ , 2 — . — — 

f = «; 'dttnqat • = . . , 

r 7 77 i — '':mae ^ == 

cMtfds . ven sj (630) ; dunque sostituendo » ponendo C e C 

e rimettciido i valori di é , , venk jf=cr'*'"*"¥ Yc 00^ — h 

e ««-5^'^). Cesi «e « abbi. , - -+ ^Jl.=o, f.iv 

« = — f »^==f f ed j^z: c*'(Cco5Jf-+-C^e/2^). 

Nel modo sccaso potianno integrarsi due equazioni 
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stanti ; poiché se la seconda si moltiplichi per 1* indetermi- 
nata m e si sommi con prima, verrà. (m-M (a 

)xHr {gmdy bdx ) ^ 0 ; onde fatto come jopra (964)9 

. ■ - . • • - i o , am-^jtu. ...... . , 

m-H=^,fl-*'j^=:- ed 7= — =:^->**jn» equasio- 

ne che determina m. Quindi se sia {m l)y-^{a ^ fm) 

==tt=:^-l-~' e perciò tndu^.gmd^^^bdx ^ r'equàzidfto 



f 



gommata divetrk u rr: ò e avremo al iolito u ir C» '^^ 

dt 

Il rimanente si fa come sopra (964)9 e tutto ciò ha luogo 

, • tt ... . bdx ^ cdy 

^aando pus 1 c^ttaziom. siano y^ax^ — ^—-s-sOyj^H* 

■^^^^l^^fél = 0. .i ttoVà «sic. J . 

Tttt 

96 iSia anche V equazione -I- =:XoreXk 
funzione di ». Tutto «i farà come sepia (964)»^ non che 

Vequazione > qui --^-.-=:l>ched^i(963)tt = #"* (C--- 



. , ^kd»). 'Co8) avendo if --^—3^^ =:2jif,iaika=: 
m f dx Ad»* 

^ 2» 3 , =5 Ce-» ' M- a* -r I ( pa3 )v 'di y t= — c/*' -i- 

i.Ce3H.a(*-H>. 

. 968. Questo metodo che a 'cagione dell' indeterminate • 
'ec. inccedòtte nell* e^uazloui > si chiama dai Coefficienti In* 
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d^ermndiiif vale anche p«r V equazioni unetn di ttn qill^ 
iQfMoe «cdllic le qaali wininite con- un numcco /i — 

1 d' •quaxiom mp - = 0, kq- -^-^^8^ "di" 

Wc., M integreranno con la stessa faciliti: il giro però sark 
in qacsce più lungo, attese T equazioni n — I da cui debbon 
Sedarsi i valori dell' indcreiininate k,g ce. dati per m, e 



daetle del grado ( n — r)*' dalla cui risoluzione dipen-- 
dono m' , m'' , m''' ec. e quindi u' , a'' , a'" ce 

■ dy __dp d y 
Del resto, conle due equazionip = ^,g^^ = ^. Si 

integrano 'anche quelle di gecond' ordine ove manchilo* o 
lia integrabile la risultante equazione di prim' ordine tra k 
oy • pi allora p sarà dato per jr o per > e si avrà = 

fpdxox =: CoA da dx^-^dxdy — Xd'y = a riàultn 

r integrabile — — = ^ ; e da d^y mdxdy nyd** = o ri- 
sulta 9 -f- f+ = o = gif» -4- mpdy-'^ nydy ::zpdp mpdjr -I- 
riv Zy, parimente integrabile perchè omegenea (961 )» 

Ma l'omogenee di second' ordine » in cui dxyd*xtc.vir 
valutano per una dimensione , posson sempre ridursi al pri- 
mo eoa le flostitoxioni /s;«»e g* che aueso dyj=Lpd». 

• zd» , dx du dp ^ j - 

o dD = Qdx^^—9 danno — = n:-^ : cosi aydJf* — 

ì^xdjft/^ -+ ^ - d -y = o diventa au-^hp '^gu*qx zzozsiou. — 

hp-^gu*%f onde «2: ~ - , — ' — TT'~ • — • • • - 
. -* ** p — u oprati 

li^JZf^)-^, Moaaion dtl prinv' ordine che «e poMa «pa- 
fi» rf« 
rstn ( come nel ewo o=i) «epateAtiiche l'altra - = 

— ^il. Anzi tali eqoasionk si rìd!ùtrannD> sol cbe aieno omo* 

j, — n 

genee rigaardo ad y,dy, d^y , qual* è yd^y — dy"" — Xydxdy = 
e; poiché fatto pn^=ii)r,5=:^ = jr« onde rfjr =: «j^d» ^ 

dp^yi'dmzziudy'^ydap^z^iujim^ ^^' ^ ^^^ > ella divcn- 
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mLyqdx^—p'^ dx* — Xjfpdx* ss o T- ttX , cne dk ud» =: 

(u^HruX)dx — du> , du . . , 

ì . »onae ~ :=iXdx.^ equaaioncL feparata. ddL 

tt . «. 

prìm' ordine che* separa* anche. -^'= udx-, 

y 

L* equazioni che non hnnno la forma delle precedenri ,o 
non possono affatto integiar^i o esigono delle artificiose so- 
stituzioni per separarne le variatili . D' ordinario si sostitui- 
sce con frutto eguagliando ad una nuova variabile i termini 
che ammettono integrazione; manonviè regola generale per 
sostituite e poiché il molto csescìxio supplisce in questi ca^ 
si alle regole, porremo qui vary esempj.di. sostituzioni con 
cui si giunge a< separar le variabili in diverse equazioni, del 
primo e second- ordine 9 ove. X9Y espiimon.8empre una fiin« 
zìone di x o. di 

I. x*dx^ -\- axydxdy := hdy^ : compiendo il quadrato si 
Ila ( xdx -4: ^aydy f — ( ^a*y* H- 6) djr * , ed estraendo la ra- 
dice, xdx ^ ^dy [ ^{a'y^ ^ 4^ ) ^ a> ]^ 

II. 4a*Jit*d«-4-4a*Z> Io; ^abyxdx'¥^ab*ydx^,h*y*dx^ 
ab^dyzzo. Osservo che V equazione può scriversi così: 
{Skax ò> '•\r<tbydx — o^òMjbl-— nb^dy =0 ; C supposto (3a4rH- 

by -f- ab)*dx z= o verrebbe* jf. = — a . Faccio dunque 

2ax , . 2adx^ , 
yzzz r atdy=idz. r * sostituendo e riducen» 

- . , abdz 
ao* viene aa;=:-r 

nt — a?dx— 3yx*dx-^ sy^xdx — j^^diM-x^efy-^^dyzzo* 
Osservo. che* supposto 2yx'lx(y — x.)^Of verrebbe y^x^iì 
che si. avrebbe anche dall' cqu;izioni combinate » dx(a^ -t- 
y )=^0>. djK(«' -4r<s^ )=o. faccio- dttJique y^%^ Xydyzz 

dz-bdXi e sostituendo e riduccndo , viene- -7-^—. 

IV. x^dx-^ xydy -4- y*dx Xcte: fatto xy^z^ «iJia 

V. 'lydy -\-xdy -+ydx ^{o-^ x-hy) Ydy fatto x ^ y z:2 
2J, viene jtt£si-h«iy ~ ( a -4- « ) Yd>; fatto —u, viene eia — 

;iì^^=?aY4y.£attoI^J! vieneSl^ZIJl^^^ fat- 

to ^=», viene infine dfp:= ^, • • • 

Bbb 



= viene r-^ •» =5= P» 

» 

VII. (a*— **)dy-i->*cf*=:flda; — o*); fattr- 

. dù ^ dd» 

j-Y— fitta viene— 

ÌX. — — -f i^clr=a)fdy: fatto bjt-^afzz aty vicHé 
i;tdi&=:a£c/zH : fiitto»<ij5= — Viene bxd* = • < 

ZLl^zlZ. — -Ci : fatto px = u, viene — - = . 

^^■Z^^àx ^ (m^i)b:ildx ^{m^l)y^dx_^^^ ^^^^ 

im'^l)lxzzlp,y=zpx , viene ——^^^j — (m-M j ^f^x^X 
Ar=,l?**^.<p, ci«è ( - I ^ («.-fi ì-"^ 'ipì = 



Xi. wiydjp njedjf ^ydy ovvero «j/ ( 2f!f -+ ^ )=zydyi 
fatt« otZ« /iZ> = , x"/ = i> , viene ~ ^ - >««^ 

»l— "'^•^ 
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jiuadiaiicloy iofcicuendo U valor di u=: — ed «itia«ndo la f 

luce, viene Zv = -y7^-^--r-« 

Xm, a^d^ =zydM ^ JC*d4i cioè = ^* ( i^^dx^ ifO^ 

«s/^j'^sig.^sr^/e'^^, viene «^i^r^sr^y^^^V^ ' 



X^V. ày = - : fatM - .» = ,» „ - p« , 

= adp '^pdz = jscjp -i- I viene «d^ -4- = 



dM) = c^d»9 cioè (i*= 



XVI. __-f:ffZ.*^^« „ fattoi±:,ond. 
m^yz e djf — ydjs-H-sdv, si ha ——-^4/^- =2 



^ludtando, rlduceado allo Steno denomioetoKe e fepa« 

vXando, viene i = -r — ÌFà-r» ST=J= • • • • 

ì;7(>*-v»)- 
Cioè 

stance > si sa integrare ( ^43 ) • 
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y 

d» 9 costante; facto y 3:«y^vietie.^jp*=:d«* (2V'^s^C)» 
^ XlX. «<Mjr*H-<i»*:= — ^^^ ovc flTy è costante: fiitts 
«d«=sdfj> ertene — ^=:— ^^dy, 

XX. «^%'"""*dWy=Xd[*"' ove è costante d»: fiiCt* 

_ ... 2A7I I - 

ovzrxaje, viene a ^ dirrYoy. 

XXI. adxcZy = ( 2addx — 2xddx — 2ddy^x — ) ( « — 
x)i^xt se SI ttccia a — «=:^ e dy^pàAf viene jj^^^ 

pdjjp ^Él*ìlf, — ddttJx^ — , 'cioè posto il valor di 

* e di ii»=r — I^p4p|-<|d[«i/;r ^^^=pddx ^ il 

coi integrale è d%is/x=zpdx cioè )i<i« (»tfy)=^r- C. 

XXII. Yd** — ffwiy* — ove xijf è costante: fat- 
to dxzz'%dy%/ji* onde o = ( dyd% ■+ ) V>* ^ ' ^ 



» cioè njJ — jiidjf*— ^< — » viene Ydj 



ndz , T */ - / V» 



^ — - e ds:z: dyjJy" j./ 

V../(Ya,v/'^-.c) .. 

ip69. Dei resto dal non potersi separar le variàbili non 
biscia dedurre che l'equazione non è integràbile: ve ne so* 
no ak«i» xbe ricusando in certi casi la separazioni , pos- 
•on genocal mente integtfMBi^ t cale è la 6imoaa Equmàotie 
del Conte Ricetti dy=z ax^dx ~\- by*dx y sopra coi lasceremo 
che si Consulti il Calcolo Integrale di Le-Seur e facquier. 
Ecca^ra dei problemi sol metodo inverso delle tangenti* 

Paoiu 1. Trovar la vorva la «ut sottsiiigeiite = 

— . Si avr^ dunque separando, ^^^2.^^, e integrando » 
n . ìe y 

nÌM:smiy ICi £sMo dunque x=: jr = o» sarà ZC ;= ( n ^ 

», • 172 n rji — n 

m)lCf onde y zzx e , e^ua^one cercata. 
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li. QuaV ^la com'che ha per suttangcntc^^^ ' 
'Sì ed integrando, = Z -4. ZCr: 

•IC(a*^-f onde ^=CV(«* -+4?*); fatto jr=:o,divien 

'costante 1' ordinata y Ca ò ^ onde C - 4 perciò =: 

( a* ) f equazione all' iptrkola ( i6z ) . 

HI. Qual* è la curva in cui lo spazio ABMzz— AM(^? 

il ha dunque — Ixdyzzlj/dx (940), — s^S:;—-.,^ =: 

•/ - * 

n m— n 
«la a 

IV. Trovar la curva BM il cui spazio ABMP eguagli 
V arco BM móltiplicato per una costante a ,/onde Jjdjr = 
a/^{dx^ ^"^^^^^ ^ = "«^ iiotcgian- 

V. Trovar la ctttva AM » in "Cui il raggio osculatore 

MC = — MN . Poiché MO : MC ; : MP ; MIS , sc^ppgst* co- 
'•' -n . * , 

Itantc, sarà (869) ~ ^ = "ddy"*^^^^^^ -^4<i»[-+dJfM- 
d^*=zo. Per integrare , sia dx^pdy e differenziando , d[J>' c: 
— c «dtituendo ueU' equazione, ^= --f^ — ,d«n- 

± fly yj , equazione differenziale ^el priin* oi> 

dine deuli^cttrva cercai* . Se n z= m» si ha d^s: ± ( — 

ed X = c'±\/(«>* — cqtt<««one «1 circolo. Se ' 
«1 = a/ii, si ha d4f == ^^^"^^^ , equazione alla cicloide . 

VI. Trovar la curva BM tale che condueeiido per ^a, 
rigine A deir aicis^ la retta AO che facci» celi* aite un 
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aoi. ^"S^^<> 45*» «tìa «cmpr« 1' ordinata PM alla sutwngente 
PT::una retta data a; OM. Dunque d^: ::a:> — jc, • 
adxz2{,y'^x)dy. Sk jr ^ x e si avik cte =:</jf — c/*, 

onde soiCÌcu«Ado neir e^uaziane, 

edjpn^ — a-hCe , che potea trovarsi anche per i nu* 
meri ^3 e 904. l.a minima ordinata BU si ha facjt;*d# 

^=~ = «(8Z«) • «Uot» Jr=^=aZ^=:BD=rA0,i« 
fpazioDBMP=:PQ^DC-BCQM^«y^a«2* — -TÌcìj 

aC« (9^)» e floaticoendo in ìjv il valor di v = »^ 
G0 , verrà yidj - C -i- «L — «j^audp 
lo spaxio BCQM gyanisce, si ha yz=. hCzzal^^àx^QJ^^ 
«Z ^, onde C' = «»^a'z£-£i» £., dunque =;.... 



'U — ax-i-an-^^-^V-^^ ed infine t>BMP *y -^-^ 



C a . G 

Heo. ^. '^^^/■**^»^ ^ Ctttvt EM che faccia per tatto coli' or- 
^ dinata PM un angolo EMP 0 TMP proporzionale ajr aroif 

sa AP , che safa perciò nf^^ deli* arco o angolo TMP . Si 

'«rr» 4nnqae XMP:::^., e (^$46) s : i 3 ta«g^:^ 1?; 

m dy ' ^ m dy 

dx ^ » . 

dunque </=i^ cot^^ — , e però = C H- sen — ^ 



jji m tu, 



9611 — 



m 



equazione che nel caso di>=:« cUuido Z'mh^s— ^=:^ 

m m 
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— , cioè «r/» — zze , • però jf:^mXa»'co di circolo il 
m m 

_ C 

md seno ^ e y fa vedere che la curva incontra la linea 

dtli' ascisse in punti E,b, li',F' ec. tali, che Isen— — — . 
• m ■ 

— » ed X e^^uaglia m moltiplicata p«r tutti gli archi, i cai 
fft 

seni sono — c . Ora il numero di questi archi è infial- 
tò , poiché se i! pfimo è a, quelli che avranno io:stes9ose« 
no saranno <i ^ c a , 2a -l- a ,30 *— « , 40- -1- a , 50 — a, ec, 
(618): quindi le distanze a cui la curva incontrerà la linea 
dell' ascisse saranno espresse per may'in(o-^a) ,m(ac-^a 
Hit 3d — a)ec. Presi dunque AE=:jwa, AF= me — /7m , AE'r: 
2mc «4- ma , AS* ^^mc ma ec, si avranno ì valori positivi 
dì j^. Si troveranno parimente i suoi valori negativi , cioè 
le a»'cisse prsse verso la sinistra di AS , e si vedrà inoltre 
che gii intervalli LF,£'F' ce. sono eguali. ' 

fatto OEU ^=.cot^ =0 utr avere il massimo, sarà, 

(6lo.(StI)sen— I9 • i valori che soddisfanno nel seno 

^positivo a que^t' equazione, preso 0 = 90'* = -^c nella sede a, 
• a 9 a<; -t- a ec. sono . • . . • 

il — i il — i-c — =i^c -icii^t; ce 
ih 2 ' jm 2 ' wi 2 ' m .*~ 2 ' 

■é poiché in questo ttso sen — = i e Isen — :^ o, si Ua^=^ 

m m 
C -, onde ai punti più elevati C,C' ec. le oidi nate *on egua- 
li fra loro ed alla costante. 

X X 

Se f^lt* equazione yzzC^l sen* — si faccia sen" — =: o • 
^ ^ . m m 

sark =r. C -4- Zo =: C — 00 ( 19^ ) z 00 , ovvero — _y =: 00 e 

perb a tutti gli atehi o ascisse » che danno sen* zz.o^ 

corrisponde un'ordinata negativa — jr che é infinita oasln« 
totm delta curva: ora quest'archi sono « = o,a;zr^ci»',4r= 
± 2ci9i ec. ÌA Ininit)») dunque la c«rva ha un numero infi- 
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d02. "^^^ (l'asintoti perptndicolah all'asse. Il pMmo passa per To-- 
' rigine dell'ascisse ove n=:o tà* è AS, il secondo passa pejr 
D alla distanza AD = cm \. il. terzo ad una distanza AD^s * 
f^AD'^'ZGtn ec. Lo stesso è; nd senso negativo.. 



INTEGBAZIONB DELL EQUAZIONI A DIFFERENZE FINlfE*. 

' $^70. Supposta ^xzzi (82?)» sia da integrafsl l'equa— 
^one lineare del prìm' ordine^ — j>jr — X i=.Oy ove z3l 
y~^ly* e p,X son funzioni Ai x., £atto ^=:rsy onde = 
rJ«H- »Jr -+ è'*5z » l'equazione si cangicrk in r* [p — Ijh^ 
r^z - z'$r — X/'Sz -H X o -, e sc*ia rz (p — i) — i55r = o ov- 
vero h pr:szr ^ verrà 1^2 -f-$rà«^ X ovvero XI. 
X 

— . La L si integra ridneendola^ a* s 2 ( r -4> $r )»— = $ ( 2r ) 
($3:), onde IrzzcJp ed rse perciò dalla II. si ha Ss =^ 

JMS pt" pn ■* 

9"!. Poiché 1" somma c* di tutti ì valori di Ip dipende 
òk X di cui pè funzione (970), eda:zr^(x — 1 -+ x — 
— 3 ec. ) (824), si avrà, cip col cangiar successiva- 
mente x in X — I — 2,jf — 3'- -3i2,I , e col prender la 
somma dei logaritmi di queste quantità o il logaritmo del 

loro prodotto {2p9) che chiamo Zrp. Qaindi r r= e t'^''^^::^» 

x/>(85'2) e chianiiindo ;/ ì\ termine che viene immediata- 

ment« dopo p nella, serifr ce. p^p^p ec., sarU r -+ 5r ( = 

X X X 
pr)zzicp\ 0 perciò J«(zr — , «=<r— , ed = jrp 

^ PS ^. 

[c — «-^C). Così data y.^{*^ì ) 5^ a(2«H-l) = 0,. 

vi • I « 
tara ^ — 1 ,p —in: >P=' 1 «rp =: .... 

I jc — 2 I X . V v- 

Supposta- 
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Supposta costiance pz^f^ saranno 7^, ir/^ dei prodotti/^, 

f di / moltiplicata per ae arem tante vohe /2,ii«4*t 
^quanti aono i, tecmini €he precedono n^Ua. ^^ne cq. 

^"^J' •• •''3' > *d ta? ca«o si avrà ^ Ch- 
<r TT ) » cpsuate anche X =flr, il riouuiente ÌA« 

^egrale — — esprimerà la somma — (^5^) d«lk 

progiession geometrica — , — - — ••••4» cioè la tomma di 

torti i valori che si hanno da — — caneitndo tacceiaiWi^ 
mente n in n-— i ^ 2....3,2, 1 ; si avrà dim^e allora 

Può sciogliersi con questo metodo il bel ProMema già 
proposto di sopra (390. XXIV.). Se come ivi, sia c la sor- 
te impiegata al frutto semplice, di rn per i , e gli anni in 
cui vuol consumarsi la sorte e il frutto, ed x la somma co* 
stante che dee spendersi annualn^ente , supporrò che nell'an- 

simo , ••11 , /• . 

no la sorre sia ridotta ad onde tra sorte e frutti 

si abbia ( I -4- /a)i C. giacché^ in. quest' annp.Sf. spende 

la.Sjpr^^.nel seguente anno (/iH-l/"^^ taià y = I> 
jr -p-Jt^^ewxipne da\cm si ha p=/'= >X =|r = 

a /ed jf=Cj[mH-ir- ÌÌ^^iilr:iJ : ma ooando gli 
amlt fqnp n.^l si ha la sorte ^;;re*i dunque.c s:C(in 
l)-4f,C =— — ed;^ = -^(c-^)(i?i-*-l) 
Oc tutto v9p|;C9animarBi aog}t anm « fexciò nell^an* 
no n r= É I 4ce aversi y zi o\ dunque o =; ( c 

^) (m + 1 / c la somma cercata.* ^ p^Il%ll. 

9:2. Sia anche V equazion lineare del second* ordina 
y-Vaiy^bìl^y ^ X in cui a , ò soa. ^stanti e fx^: i • $e- 

Ccc 
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COlkdo H metodo del coefficienti indetermin-ti f ;64) pongo 
rrrp — m^yz=:o e spmmate le due equazioni, viene 1**.^ -4- 
(a-hni)p — ■+ 65p = X. Sapposto al solito (9Ó4) y -ir 

(à-l-OT)p=i:~»{w3>--^'>jp)=J' — Riabbiamo a H- m =s 

— con c&e il determioano i valori m%m'' di m ($^64); e 
01 

fott» DL yH-(a-|-j«)p=:a=:jr — ^ e perciò = J> 

ovvero «ijiisin^y — i'Sp, la I. equazione divetrk u — 
iR^u =: X che ci dk (p^l (C — X...- 

c ■ ' ■ ) j onde fatta la costante i — =fc>c pe- 

I ni 

ro . ir 1 1 -4- ; 

fit 

tò m=:~, si avkk (C-(/i- i }<' — — ) (P2i)> 

• te anche X £os«e costante , verrebbe uzizh" (Q (h — 
l)X<r^— ) = CA"— X(i" — 1)(920- penanto in 

quéste i d«e ▼tìori in%iit'' èì m o h'fhf' dì hf si avranno 

i due di tt ed V — 77=^ ^.(964)- 

Vale il metode stesso per V equaùoni simili del tec^o » 

quarto, r"^^ órdine (966.968). \ 

9x3. Bisogna trattare al solito (1965) Teqoazione ^ -+ 
ajy-*- &*>.... H-w8*>=^ quando gzzo^ o resta solamen- 
te tayv 3= X. In* quest' ultimo caso sia w f > r 4 , X = ò , 

e dovrà integrarsi = o ovvero ^ =0 : dunque 1 . — 

. cy^fci c' = (82z)c -^1*)-+ c'jf -4- c", o J> = 
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974. Si applica questa dottrina à varie specie di Serie Ri^ 

correnti : noi ci limiteremo alle, più semplici . Gik si sa (273) 

■ ^4 

che r equazione — = A -t- C»* ec. si ri4ucc a 

f fl* A -f a* B« «*C»* -+ a»D«» a*E** -I- ce, 
• = < —a* 2aA« -t 2aBA;* -i- 3rtCA'' -f saD»^ cc. , e i due 

l • ^ A»* ^ Bm^ Cic* — ce. 

primi coefficienti A,B si determinano dall' equazioni a^A-* 
«*r:o»A*B»*i*2aA« = riguardo a{Ii alm C,D,E ce, 

•i haC=— — |.-5.D = _— 4.^,E = ~-4.^ ce., d» 
ónde la serie ricorrente 1-25^-^'- 5f >c s 

-r- — n r genitore della scric . Ora le costanti 

. V -—2 I 

quantità •4- dal cui predetto nei rcspcttivi eoefficien^ 

CE a V 

ci B,A ovvero C,B ovvero D ,C ec. che precedono, na» 
ecc. ciascun coéfficiencc X , D , E ec. che segue, si chiamano 
scala di reiasione t cd*è facile osservare 1*. che la scala 
di'rètatione è formata dai cotfficienti che ha la vwiélfile 
Ael .denominatore ordinato del rotto genitore i>resi con se^ni 
contrmrj e divisi perU termini costanti: 2*. che per m'er^ 
il coefficiente di un nuovo termine della serie bisogna mot» 
tiplicar V ultimo già trovato per' il primo termine dslla sca- 
la di. relazione f il' ponultimp per il secondo ec, « Jkr la 

somma di tutto ] Così il rottoViP^^ T-^ slcaneia neU 

la serie i H-2z -4- 3^^ -^ 3^^' 4«'^-*-5«^ -^àz^ -4-ò»'-f-I*'ec., 
la cui scala di iclizione ( mancando a*, a' ) sarà 1 , -f o , 
-4-0,-4.1, — I, e supposti trovati i primi cinque cocfficicn- 
't^'^»o?4? P^r avere il sesto,' il settimo ec , si fa- 
rà^ I . 4 -i- c- S -4-0 3-4-1.2 — I . I :::: 5 coefficiente Uel sesto ter- 
mine, 1 .5-4-0.4 -+0.3-4- 1.3 — i.2=::ó, coefficiente del set- 
timo ce , 

976' Data dunque noe tfèrié 'ttcorrente f'^gx ^ hx* 
con la scala di rclt^due p , 9 > -^r ce. , le sue 

somma all' infinito sarkun rotte genitore 
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. — • 2<# (a — >3na . • -^2wa • ' ♦ 

S?(n— ^I onde fatto = C c restituito il valor 

a or- a 

di gzza^2, fi ha^=:£Cii— C'(n — l)] cosi 

data la serie i -h7«H-24:e* H- 68*' cela cui iicala di rcla* 
«ione g,-+r=:4, — 4, sarà, (y^ój a = — -a cd^ i:^ [ C/i — 
C' (n— I ) J 2"''^ c poiché quando /i=:o si ha yi± 1 , e quan* 
do /!=:; I 8i ha ^ = 7, saxà C =: 3,C=^ 2 ed yx^.zzlin-^ 
^(n^l)}2'*~^ x". Gli immaginarj non fanno qui diiÈcolta» 
.come può vedersi nella serie i^2dp«— — — ic^x^ec. 
la cui scala è 9 1 5f ^ ^1 cui termine geneiale (. fatto 

. . . 

senza immaginar). 

9*38. Anche ncU' Analisi del Caso e flella ProbabUiià 
si adoperano le differenze finite. Chiamando noi fortuito o 
casuid* un successo allorché ignoriamo le cagioni che pos* 
•on fatto avvenire , siamo costtÉCtl a riguardar come egual» 
mente probabile V esistenza e inesititenza di due succhisi ca- 
suali se r ano o i* altro dovendo necessariamente accadere , 
non .vi sia maggior ragione per cut 1' uno debba accader 
piuttosto che l'altro. Si riguarda pure com^ egualmente pto<« 
babiie l' esistenza di tre avvenimenti che a vicenda esci»* 
dendosi mentre un di essi dee certamente aver luogo « non 
ci offrono intanto ragione alcuna onde lo debba aver questo 
piuttosto che quello : ma qui V inesistenza di ciascuno è più 
probabile della sua esistenza nel rapporto di 2 a I , perchè 
di tre casi possibili V inesistenza ne ha due in favore e uno 
solo contrario. Quindi le probabilità TI , fi' dell'esistenza o 
inesistenza d'un avvenimento ?on tanto maggiori o mino- 
ri , quanto dirtttamente è più grande o più piccolo il nu- 
mero dei casi F,C a lei favorevoli o confrarj, e quanto re- 
ciprocamente è più piccolo o più grande quello 4ei casi possibili 

Pi onde sarà n = Fx ~ =y e,n'=Cx-g^=:-^5 e Roichè 

i casi favorevoli F insieme col contrarj C formano i casi 
possibili P, cioè F-f-C zi^P, si avrà fi -4- II' = I ed I tap- 
presentexà la certezza ^ essendo chiaro che un avventmeato 
dee di cem araulese # non accadere. Travata la probabi- 
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Utk ti determina, la speranza S ^egli^intefeaiati all' eai- 
ftenza delT dvyeiiimanto , e questaf speranzà eviUentemence 
xisnlta e dalla somma sperata S e dalla probabilità n d'ot- 

FS 

tenerla , cioè ^ — FlS zi — . Ecco ora un Problema sulle prc- 

babilitk per far vedere come si applichino a somiglianti ri- 
cerche le Differenze finite . 

Presa a caso una quantità di monete da un mucchio n 
dì esse, determinar la proluibilirk che il numero preso si«i 
pari o caffo, supponendo che pos.^ci prendersi una ììola mo- 
neta, o più, o tutte. CliÌLimando y i cusi in cui il numero 
pre>o può esser pari, e i quelli in cui può esser caffo, una 
nuova moneta aggiunta al mucchio e combinata coi prece- 
denti casi in caffo, gli renderà tutti pari, onde allora la 
somma dei pari sarà I*. y'zz.y^^zt ma combinata coi pre- 
cedenti casi pari, gli cangiera tutti in cafib oltre V unita 
aggiunta che è ca&t^ onde la somma dei casi in caffo sa- 
ia IP. «' = 8^«-^i.^La I. di^--l- ìy = y s cioè J;^ 
% e però $^^=f:ds: dalla IL si ha « -^$s = s-4-p^-4- 1 cioè 
Jjs ( =r y*y ) =^ -f- 1 e però y^Vy^ — I > equazione da cttt 
abbiamo (823). a = o, |,X=:— I i 1 , 

^'=:2,/i"=o,i/=(C-4-i)a«— Jju'^s: I ed jr=s (C 
1)2*"'— ma quando ti s£ I non si hanno cast pari e 
'però jfso; dunque C = o, y a""' — i ,y — 2"— l ,z{:= 
y — ^jzrs**"'. Ora i casi y pari coi casi % in caffo danno 
i casi possibili P = vH-2 = 2" — i ; dunque la probabUicà per 

i casi pari è n =r y ==j-^= e ^ella per gU 

impari = ^ =-f • = ; e poiché 2--»>.a»-»- 1 , 

la scommessa per il nomerò caffi» sarì^ sempre più vantag- 
giosa che pes il pari. ... 



INTEGRAZIONE DSLL* IQU AZIONI A DIFFERENZE PARZIALI. 

929. i^Upposta s una funzione di più varnbili x 9y 
ec > diconsi a di^ren%9 parziali del prim* ardine quelle e* 

quazioni in cut Cy^r^^ ec. vanno mnite con — ec.(935)} 

del secondo allorché oltre ce*, -r^ ec^tiovansi 

^ dx dy 
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anclie - -~ ec = 

(935)9 <ii^eienze parziali seconde» che nascono e (Ul dif-. 

.fereniiat -~.per «y-^^ pet ^ ec essendo costanti, lixydj^ 

.ec. 9 e dal dtflSerenziar -r-? per y o per * ec : cosi si dU. 

ca degli altri ordini saccessivi . Tali equazioni qualche voU. 
ta incontrano nell'alta Qeometiia, e assai spesso nella Fi^.. 
sica Matematica più sublime: ma come il Calcolo Infinite- 
simale suppone perfetta l'Algebra, così quello dell' equa- 
zioni a differenze parziali suppone perfetto V Iiifiniiesinia- 
le . Per esempio, qui si assum? che possa sempre trovarsi il 
fattore m che rende esatta la differenziale qualunque l^dx^Qdy^ 
(9S9)* ^ si riguarda come integrata un'equazione a differen- 
s:e parziali quando è ridotta all' integrazion. d' un' equazione 
a differenze ordinarie: te it lettore non poesa aversi o se 
non si possa integrare Vf^^Mone differelìziale , it- difetto 
eark dei Calcoli inferiori,, non 4i ^eUp di. cui. trattiamo, 
Eccone alcune più elementari nozioni . 

980. Se e sia fbnsujdne di » m ^ftk. ds,s fdx,^ 

qdyzzd'^p^i?^ e però ^*:=f,^*=:Q(936)..Pal che 

<*» dy. 

st raccoglie che l' espressioni , soii quantità va-. 

4 d^ dy ' 

r labili ma finite, denotanti il coeffiaiènte P o Q di cZ« 0 di 
^y quando ii differenzia % o per ;r. o per y \ 2''..che w nel*, 
la dii&renzts:zione di s si prenda « o^ costante.ysi = 

d^zzz.Qdy q 4si^d^£:=:Vdjf f e T integrai^ di qu,este equa-. 

zioni sark p^fiQdyi'C o %=i/^?d»-^C' ove potrkos» 
sere C = ^(^), C =: <f> (^)(p36.a*.) se d'altra parte non 
si sappia che tali finzioni non hanno luogo ;'3^ che aven* 

dosi f?dx=z?x —fxdP , e/qdy =; — /yd(j> (piò ) , sar^ 

X 

%zzf?dx -k-f(ìdy=Lfx^(^^f{jid^^yd<^)=z^^'-¥... 

Die* 



I 
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pSt* Dico ora che se z sia una funzione di x yjf onde- 
iìk'ZZ ci*» -i- d-^ « , ella -sarà ^ anche una fanaione di x , u ( sup- 
posta a funzione. di. xjj^ ) cosicché denotando con d'^ % la 

diifercnza di « per la ni?eva.«, si avrà dz — d'^n^^z. 
Infatti se « =: a;ir.*i-i»^ ^ nox -1- 2»^ — (n— l)(etjp~ . . . 

•y--—' = potrà farsi ri=r/zaji;H-Z>v,ti=r^y— .(/2 — 

X ' ' • * 

, \ ^ax^by . , - n , ^ 

I,j ox, M ——Il , ri ( aj? .H- ib)/ |jt , u ec, ed iz sarà 

OC 

sempre funzione di JC:,.^, ontfc «'-.lo sarà anche dr r,K. 
Perciò 11 è indeterminata : e svseetcibiie . d', infinite forme 
differenti. 

98*2. Anzi può u soggettarsi a soddisfare ad una condi* 
zione. lichiesta , per, esempio t^tixt sia, taje onde abbiasi 

t= o » intendendQ j^er p una 4#ta fnnzione di 
^>>» Pliche preso dall'equazione proposta e sostituito in 
da:=.d^ u*^d?^u il vah>L', di d* 11 , ^8Ì . avrà du zi ^ u — 

— ( -^f^ ) ! danqaé supposto m il Ettore che 

^e«dé. esatta U differenziale d^ — p^^. (P59) onde 9i abbia 

mt/y — mpdxzzdtf verrà da — ; dunque u è funzio« 

- ' .ì - m . • 

ne. di t > ed essendo u indeterpiiiti^ta . ( 981 ) . può . farsi u =: 
t ^ onde — V— jìi , valori che danno — £i — ^ = o . Così 

se sitvpgUa u di, modo. che sia •^~=o,avremo2)= 

— -2- e^cfjr .-^pdx^ dy ^ ^—^ diffètcf^ziale esatta se si mol- 

'. V , . ^ d^ti - d* tt 
tiplichi per in=:y =i~y j dunque ^^^rzzue — . . . 

983. Considerando dunque z come finzione di x^y e 

Ddd 
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Ài XfUf m EVffk é% = tf it-k-d? •'¥d^% (ptti): 

dnz^d^ u^J' u ovvero dud^^ z=:(d^ U'i'd?^ ujd^z, e pesò 

4 » = — — (xi a-hd'' u) i dunque dzzzza «-i-— .da-V 
aa , aa 

— d^M=:<i*2j-i-<i^i5> c quindi (pSo) d'^ z,-^-"-^ 

d*tt e d'e ^ — d?a. 

984. Ciò premesso , poco vi vuole a integrar 1* equa* 
2Ìoni lineari del prim* ordine a tre variabili , che tutte com* 

prendonsi nella generale —^•H-'^^-t-g^izo, essendo puna 

dx dy 

data fanaione di jip,jr, mentre q può esserlo àx^^y^n. Poi* 
cbè Sosutuiti in essa i vsUoii di d^A^d^ s (9^3)» *i 

-ir dT^ij V « =° ' • di- V = • 

d'*ft 

per determinar u (9B2)> viene --r h 9 =: o. Posto diw 

^ue in 5{ U valor di y rieavajto da quello. di ic, ondo j ai 
cangi in 9^ avremo d' s-f j'd;r=:o: ma s è qui funziono 
^i.JTytt c manca d'^ s; dunque u ò aostanta (980.2°.)*» dun- 
que d**» = da z= — 3ffd«, dunque « s — y* j'd* ?> ( « ) 

(980. a*.). 

EtfMno« DebU integ;iitai ^ w-'^t^ — 

X 

4r*) = o: avremo /i= j-»J=y - a^{**^y^) « 

"i-^j — o = — — ir — . Da questa equazione si lui (982 ) 
dy dx . xdy, 

da»-^^(dy — ^^), e pwehè il Attore rende fi» 

dy X X 

iatta la diffe^aziale dy-^^^^ verrà. -2- ^ t z:^ u ^y tue^ 
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j'= a» ve « dovrà incegrarii h 

«X ux 

axdx^{l -+ u'^) ovvero wxdac -+ zdx = tìWA'*t/x'Vv/(l -i- a"") 
fatta u costante) incc^iando pertanto (968. XI.) e restitui- 
to quindi U valor di uzz^^ ai ottiene «s:^^^— ' 

985. Ho supposta p una data funzione di ma si 

deve aggiungere che può essere anche funzione di x^y^Zy 
senza che si alteri 1' operazione . Per dimostrarlo bststa oS* 
servare che da un' equazione t-r-^z^by può averai o a3 

-J^' — , valore assolato di o valore che de- 

I — ax 

termina z quando essa nel secondo membro si riguardi co^ 
me una costante. In tal caso u che era funzione di je,y 
(980)9 lo sarà anche di XfjfyZ^ • perciò nell' e(^uazion« 

~dit = o ( 982 ) potrà esserlo anche p , ma 21 vi si 



dovrà prender per costante» e quindi tutte 1* operazioni do* 
▼ranno farsi nella consueta ttianàera . 'Così per 1* equazione 

d^z xzd^ 2;^,. xz - u f . 

dx ydy jl*'^ V 

— — Vilfattoreinzc^^yondeus^ — — e« = 9 («) := 

Nè fa^ia scnpora se qui si sopprime il deuotiinator 6; 
poiché le costanti soppresse, 0 sieno toefficienti o esponen- 
ti o denominatori comuni, ricompariscono in seguitò allor* 
cbè si determina la forma delle Àinaioni ^ secondo certe 
Condizioni assegnate . Per esempio se si voglia la forma del- 
la funzione p ule che fatto y ^mx neir equazione s <p 

si abbia ss:^, è chiaro ehe sàHcniti i valori 
di s ed y y r equazione diveRtk — =: ^ (a^^ m^x* ) \ ,onde 
posto iLZZ ^rti X' e però A,** r= — — , si avrko (1*);=: 
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in p era srato soppresso il'denominacor costante a{ nr^^'i ). 
Ili tal guisa ( per avvisarne qui di passaggio j si determina- 
no le fanzioni arbicxaTÌe deir equazioni a' differenze parzia- 
li fincliè almeno te ^coiidiziom assègnéce - per la loro decer- 
lainaztoBe .'po9sonk> esprimersi 'analidcaniente . 

'^6. Oel resfto, si'iikegrano con qnem metodo anche 
certe *-e^tta2iom ■■ per^<«ui -si' suol v ricórrere alia'ibrmtilà -accen* 

nata di fiopra (^80.3°.). Tale è T-equazione — ^. — ? = la 

'dat dy 

d 

- che ridotta a -r-?— = o, ci' dli.pzio. 9=-^ -ISL*, 

, d^tt , - , da . , du 
muzz— *dyt^n^uxzy^%:z.'^ — , e quindi <2fl=: dx 

cioè « = -4-9(^^)3=-^^- — : dunque differcimanid# 
% per ^, si avtk <i^« ( = ) = tfy^' (j^ ) ; ed ilm^raa- 
4o » "^^i^ = 9 (jf ) ^ «na ^«eoizM ^che può lesseir 

di f^; danque*(^)=:^iL-y (^^) e pe«ii.s = .... 



« ^ — / d -7- J : cosicché se sia = r Qpde 

^ , Tjj^ "^ 7** •» = ''^ ;=p- "^JT ( '*•) » ipwcisamente 



d z 



come si avrebbe dalla citata formula. 

\^9^- '?CT assicurarsi poi che T operazione *è ben fattta, 
si torna -dall* integrale all' eqnazion differenziale 1*. difFcren- 
lUtitdo tutta i* integrale per x, dal che in luogo di p -ai 
fc* <P' (853): 2^ dìfFerenziandoIa nuovamente per y dal che 
Jti^t SÌ ha ^' in luogo di p: 3°. cUuùnaado 9' mcuj» 
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^4elle due «^uazioni. Si integri .al ìaolìto ^(^S^) V equazio* 

.»=: —,.5 = — — t,du=---— (ffy I, ij fattore 

— , e. perciò =:t<,d4= jC J6=:ir*9 /-/— \ ovve- 

xo '^zzp( y . per . ritotiiace ^alta data , difTer^n&ip <jue9(ft 
.ftt 9 sc vigile ' ■ » =.* ^ ^ , 

■.4P 



— -5^21 v|'èlifiiÌQ0^%-rid«€04 « ^ovo ^ 49*»* 

9S8. Sia* ora da iittegrarfi 1' «qoaaUn 'liiiieace AfKt ordi- 
Simo j 11 ^ * « « yd . ^' 

aL£-iS=y^(2.)-i.yV(-)^tc •..-+xf (^) ^ 

X'.y' ( ^)-4- ec: e f er sendcx f i& facUe T intaWgcnza dal 
sjDecodQ., 4'idociamgJa ad.ua xa«e ^aiùcoUxe £ aia V, — h 

prima pex jr d poi ftt ^,*vitQc li*. - 



• • 
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— — V ^jL^ •Z.tTVm 

dxr dx dxdy dy dy* 

Moltiplico la II. ^ > ^ per ^ e sosdcuiti nella 

data i vaioli di — -^-t — e di "2!— . * ella dopo la riduzione 

éiTtata -so, che integraoi (p84) dk 

V = (p C ^) , onde V integr^e della L «ara IV». 

""""SS^jT^ djf*" jr ^' Questa nuovamente si in* 

xd* (P% 

tagn ponendo V, diffetentiando prima pet 

e poi per jr» moltiplicando le dae dlfferensiali tespetciva- 
menfie pet e fOititucndo nella data i yalpri di 

A' ci a ^ j. « L /• t • j . 

ILif*^ ' <iy* ' ' nduiionc, la trasformano 

. d^V %d^V V « 

*" Ar-*-^7-T-*<'(Ì-i = °' ai ha V = 

4P 

«»»,(Z)^-,ir(iL) e pet iategnle della IV., -(.,... 

^^=**^(^)H-*Y(^:f £ fioalmeme per T integrale di 
^uest'^ultima, che sarà T integrale finita della I,, si trova 

• = T^('t)-**^('^)'+/^( — )• Cosi si trattano tutte l'aU 

tre della medesima forma e d* un ordine qualunque , e per- 
ciò anche r cg[tta2Ìone proposta m principio, giacche il «e- 
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condo membco ( ^) ec. non -alcm punto il giro dello 

te 

piescrìtte operazioni. 

^89. £* però tanto eirametrica questa e^tiaaione» cko 
il metodo d' integrarla si stimerà forse d' un oso assai raro. 
Eppure con- esso, integreremo pii^ facilmente di quel che al- 
tri abbia fatto finora 9 V equazioni omcgane» di un ordine 

^nmo ^ quelle cioè che hanno tutti i termini con difFeien- 
ziali al medesimo ||Lado e con coelHcienci costanti . Sia , per 

R può esser funzione di x,y. Pongo II*. — — H r— = V 

^ , dx dy 

( m è un coeéficiente indeterminato ), e differenziando al 

solito per jr e per y 9 moltiplicando le differenziali respetti- 

vamente per — ,e8ostitciendo nella I.i valori di — 

dx mdy dx 

c.di — 7"?-> «Ha ( se si faccia lU*. ^ — «i — ^ = o) diver- 
djf* to' 

d^ V V 

tebbe IV*. =It. Ma qui bisogna osservate ch« 

dx mdy 

la risolttiion della III*, dando due valori di ut, la IP* 
il. sciogue nelle due --5 — l--— : — =:Vr-i — = 

^ dx dy dx dy 

V» d' onde viene zz. V ovvero =; o\ dunque V non 
' • dx ^ dy • ^ 

è ora funzione di x »>uma di « solamente; dnnqne la IV*. 

dV o fx 

dee ridursi a — =:R(^8o.a .), da cui abbiamo V=:/ 2idx 
dx 

senza la solita p{y) che si è trovata = o; dun^no 1* int;e* 
graie della I. saxk h- =/^]|^ > eha muivamentec 

■ . dx dy '' , 

integrata (984^ dh «=/<f«/'^M*H-.f (>— m*) ricordan- 
do» di mettere in R il valor di y = n^mx (984 ) prima 

di intcj^cgry^^RcU; ma dai due valori m\m" dii m si ha 
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m'^xy, dunque somfflftiido ir«rtìt fiiiatmeiitt « zzfdxf^Rdx h- 

^J'(y'^WL*x)y k etti Aflfereitziàte fefticniscr ih^ (itd fa-. 

data. Così presio si pòco ii integreranno T eqtt&s&iòni«omo-. 
genee degli ailcri ordini, 

ppò. Al esso iì mf'zszm'^s -^h soddisA anche pt&.dtret«. 

tìlni6nte il metodo scesso (988); poiché avendosi allora <c=:. 

la proposti eqnatiòikè (989) diventa -^'^"^^^ 
-^=R> i cui coefficienti costanti formano un • quadra*. 



4dy 



lo perfetto. Si ponga duftquc -3-^-4-— - =V: difTerenMH» 
do pei^ « « per ^» moltiplicando ceifettivBfflfiite le dtie dii^ 

fert^nziatl per -:r~9-4~ ^ sostituendp al solita» li .troverh 

dx 2iot^ 

Ì.]L ^ ^A]L - R da coi si Ottiene (984) V =/^iU«r ^ 
dx 2dy ^' 

hx • 
^iy^r^Vt dunque V integrale della data sarà _-. «f..^.. 

Ì~ ^f^Kdx'^-p^y^^r'^x)^ dalla cui integrazione vie» 

ne 2 t=Lfdxf^KdX'^xp{2y'-hx) ^ J\2y^bx), 

991» La natura del nosltro Libro non ci permette di 
«stenderci più oltre eull* equazioni a dtfferemse parziali» So* 

lo aggiungeremo che questa teoria si applica sempre ut'il* 
mente, e spesso per necessita ; a tutti i problemi geometrici 
ove si considerano Te soperficie curve. Si voglui, per e- 
•tmpio» l'equazion generale di tacce le superfìcie di rivo* 

tuùone 
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lusione incorno ali* asse AA> e si supponga dn zz c^^^i^l^^. 

= ?dx'\-Qdy (980) la differenziale di questa equazione. 
Sacca HF=:2, jf»FC=«,FM =; u = FH, si ha (7^0)1 

u^zzz^-^y , o differenziando, </« = — ^-^l^dx^^-i^dj^ 
e poiché <^d^ deve eguagliarsi a (936),. sar^ PtLc 

^ — ; dunque u è funzione di x e. può fam uz^ jix. Si a- 

»A pertanto Q = Ì^.P^"-^ -L-.5=:o=^« 

— ^ ed integrando (984) eon prendere il £ittose m si: 

Sy, vena a — — equazione cercata. 

992. Poiché per2^ non po8i$ono aver qui ltt<^ le.nofiziè 
occorrenti per dedurre da questa generale equazione V equa^ 
sioni paKicolarì di superficie determinate» rammenteremo 
per ora al nostro invento ^. che se nell* equazione u* = 2* 

si sostituisca il valor di u cavato dall' equasfon della 
cvsva genitrice AfiAE, ai avdi subito V equazione alla 8U7 
^rficie generata ( 730 } : cosi se- AEAE aia M* ellisse , avre- 

mo tt* c:i -—(a* — 4P*) e 1* equazione al|a superficie dell* et» 

X* »* 

kssoide saia i =: -j-^rr-t-rs' Ma se la semiellisse AEA 

a* o A' 

cresca o scemi nniformeiiient^ nei primo quarto* di tivolu* 
sione, e ali* incontro sc.emi o cresca del pari nel secondo 
ec. , cesicchè la superficie generata abb^ a il semiasse (^K. = rr ' 
oltre i due AC =: a , CE — b , è ben vero che non sarà piìì 
PM~PH perchè la sezione 'IL? normale al piano AEAE, 
non sarà più un circolo mp. un ^ llisse : per altro essendo 
^LP simile aìbi scxione EKQ segata pur normalmente per 

ECB , avremo £G^ 6 ) : GK ( c > : : MF (») : FL = ^ $ onde HF 

oV 

Ti-^ {u* -^y^li nducendo dnnquo e sostituendo il va*. 

A* 

lor dt tt* = ^ (a*»;r^)j^ V equaziosle 8 qnesta sDperfici<k 

-a Al* 
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993. Abbiasi tìunque un* infinick di tali superficie cllit» 
tico- sferoidali, AtAK L simili rra loro e conce lifriche , e si 
cerchi V equazione di q\ulìa ciic tinte le ragli ad angoli 
ietti.. Poiché per una delle date superfìcie abbiamo i ^ 
«• y* «* 

— (.999) t tutte 8ont simili^ sopposta a:6:c;r 

0 0 c 

r:s:i la ragione costnntc dei loro «semiassi, e però a — 
rc^b zz sCf la generale ceduazione ài tutte Riverrà 1 ~ 

-r-r -4» * ». r » $ aarair costanti i» ciascuna sfèroi-^ 

re se c 

de e il Bolo c viirierK dalf una all' altra : perciò difFerenzian- 
do, la Comune equazione delle superficie dii cagliai':!! sark- 

dfts-if-^- J'fj' = X'd«.-*^Y'<i> fatto X'= ^- , Vi:- 

. Oni' se ad: u n punto qualunque R dellieL' superficie 4C AKL. 

1 z 

si alzi la normale RT — f che incontri* il piano AEA nel 
punto T a cui rispondono ( condotta OST parallela a CA ) 
le cooidinate Cl=:OT=^a', IT ^GS= 6' , e da R si con^ 
diica> sul piano AEA. la perpendicolare ijt V = da V so- 
pca GA^ la perpendicolare- VG • congiunta RS , ponga- 
ar. GG=:OS=«^» sark TS=JG= a' — a-, VS =: y — e il 
tsiangplo avS rettangolo in V dark RS*=af* -4-(A'— 
ina appartenendo- RS. al piano RVS perpendicolare ad OT, 
anc^? il triangolo RST è rettangolo in S', dunque RT^:/* 
= \/ ( (Z»' — y)^-^^a — cììc per la natura delle 
normali alle supei fiele dovrà e?^er la majssìma o la miniirni 
<li tutte le lince che da T poiS'^on condursi alla superfìcie 
AEAKL . Differenziando pertanto, veiva zdz — ( b' — y) 
dy — {a —x)dx-zzo (82^)» o sostituendo il valor di 
trovato di sopra , ( X'z — {a—x))dx-\-{\'z'—ib' — y ))dy=z 
O, e quindi ( ) X'z — a xzi: o , Vi — h' -f^-y =: O , a — 
X'a H- Xyb - ì'z -+> ed /= z -v/ ( I H- X'* + V* ) . Ma giac- 
ché nei punti ove le- tuperfidèv ià^ tagliano , le coordinate 
d«lla cercata e della- data deb'bono et^et le stésse , supposta 

dz-d z-+d''z-?'dx-^Q'dy V cqua/.lon i^fEcT^n7Àa\e del»- 
la cercata, k =1 HZ la sua normale in lì y g zz CY ed h z^ 
YZ le coordinate che determinano il punto Z in cui ella 
incontra il piano AEA,. si troverà col raziocinio medesimo 
gzzV'z-^x^h-Q'z^y e*=«-v/(i -i-P''-4-Q''),. onde se 
iiai XZrjt intervallo tra le due i^ormali /, si avrk t =s 

r)^^.(¥'^(^'/]. òr le due sttpeilicie aeb|>on tagliata^ 
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^ «d angoli tetti e però è retto V angolo ZilT; danqne f = . 
V(^*^il»; = fiv'l'^-PV-4.(V'--Q'>*I,cioè IH-PX-+ 
iiy=zo^ Q mmemio i valcfti Ji X% Y<,PSQ' d»ti di 00- 

«suasione cercata, che diviene z=^xp{^ ) se le date afe* 

roidi si cangino in sfere» ove. essendo i semiassi a;=: 6 zie, 
si ha r* = =: 1 s= in c= /I . 



CALCOLO J>£LLE VARIAZIONI. 

994. C^Ltre quel gerrerc dì Massimi e Minimi di cui ' 
già paii.immo di sopra (837), un filtro ve ne è più eleva- • 
to che ha data oiigine al Calcolo delle Variazioni . In quel- 
lo si cerca il punto di una data linea ove una certa <]uanti- 
ra variabile diventa massima o minima , cosicché cangian- 
dosi gli akri punti o clementi della curva, la quantità ma^* 
jima o minima non soffre alcun cangiamento ; in questo si 
vuole la linea stestfa in 'Cui 9.hhì^ luogo la proprietà del mas-' • 
Simo «.«dei minimo » <dt modo the la quantità massima o uii» 
nima -dipende da tutta la curva , e cangiatone qualunque 
elemento essa pure «si cangia. Cost il problema -di 4etermì« 
nar nel circolo la massima otdinata , riguarda il primo ge« 
nere: ma quello di trovar %ra tutte, 1* isoperimetse la curva 
•che con 1' ordinata e con 1' ascissa racchiude la massima 
area ( 52S . 11°. III**. ) » appartiene al secondo. E* vero che am- 
bedue i generi dipendono dagli stessi principi e che alcuni 
problemi spettanti al secondo posson trattarsi anche coi me- 
todi del pnmo, ma tali soluzioni son per io più assai com- 
plicate e poco naturali . 

905. Ì>ia BD una curva che abbia per asse la retta AE rr ^q^. 
a, e fatta l'ascissa AP = a: , si conducano P ordinate pei- ^ 
pendicolari AS,PM,£D Pongo PMq^x intendendo per s, 
una quantitk composta comtmque <di « , di ^ , di /> 

, di 0= di r =: ^ ec. e anche degli inte^raUy^c£« , 

dx * dx a» 

J jp'ilx ec, 8ttppo««'e 7^ . ec. delle nuove Tunzioni di x ^y^ 
^f*{ ec. Se si prenUa ^ k :^<is e si conduca rordinataTV» 
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xzzoy e diviene ABD£ se Cbiamisi H rarea^DE-; 

dunque se ciascuna ordinata PM = 2 varj in più o in me* 
no di una quantici infinitesima Mf e si« fi la caratteristica 
della varìaiione come d le è delia differenziazione > avre^ 
mo M^'=0s variazione di jB>M/iV ~ ì8s(2j» variamone di 

2Jx=:PMVT,BcfM — y/3ciJx somma degli elementi M/7V 
e variazione dell'area ABxVlP , e finalmente BCKD =z /3H 
variazione deli' area ABDB zi: H. Quindi se quesc' area H 
debba essere un maiisimo o un minimo, bisognerà che Ta- 



(8^8), presa T integrale da « = 0 fino ad «=: a*. Da que- 
sta formala ^f%dx'=LO si avrà la relazione tra x ed y o 
V equazione alla curva the ha la proprietà cercata del mas- 
siino o del minimo : cosicché qualunque altra equazione tra 
«'ed^jr'dark un valor più piccolo per H quando H è un 
inassimo , o un valor più grande quando H è un minimo • 
9p6b II Calcolo delle Variazioni dee dunque insegnarci 
a trovar Hl Variazione di H o il valor di /9H> che andan- 
do poi a zero "determina il cercato massimo o minimo. Or 
H può riguardar?! o npllo stato primitivo quando t o PM 
non ha ricevuta in H alcuna variazione , o nello stato va' 
riato quando 25 vi ha avuta una variazione M/*, e si e can- 
giata in PM ± Mfzz s± /3j5. 'Ma siccome nello stato primi- 
tivo di H se X divenga x'±dx ^,nc)^e y diviene j:tdy(822); 
così nello stato variato mentre H passa in H ± /3H ed x 
( AP ) resta lo stesso in ambedue gli stati , z ed ^ diven- 
"^tano ss ± /32S ,^ ± /By : onde 4? ordinariamente non inlhiisce 
liella variazione /3H, che solo 4ipende dalla variazione /Ss » 
e fk ha '/3jr'=09 e perciò anche /^«= o: por varìexà aix<' 
'èhe'ir in certi casi, di cai non parleremo per ora. 

99". Come a diventa «Hr ^36, così'»' f =: QN ) si can- 
gia in-«'H-]3s' = Qar,js''(=:RS) in z"-f^z" = R& èc. : ma 
s'= is H- ( 822) onde /3«'=:: /9jb fid%\ dunque /3ds r; 
fèz' — fiz=: dfiz (832), cioè la variazione una differori" 
ziaJr eguaglia la differenziale dfUa sua variazióne . Per- 
ciò scrivendo dz in vece di 2, sarìi /Sd'^z —dfsJz ~ d' /Sz % 
e di nuovo scrivendo qui dz in luogo di z, verrà (ld^z:=z 
dfid^z — d^fodz=:d^ fèz; e in generale fid"siZ=.d"I^Zf opre- 
fio m<:n,fòd"z:=ic{*fid''-''z, 

9p8. Del pui juttposto u ^/^òx'éè^ rarianda, := 



rea BckD si annulli e sarà 




)( 409 )( ne 

0jiidx% c dilferènzi^ndo , dazzzdx; dunque fida ( = <i/3a) ^l^o' 
=:0zd*t e iutegrando-, /Bu =,J fitidjf=i fi/ adx , cioè la và; 
riofsione delV integrale Jzàx eguaglia V integrale della va» 
riazione di zdx. Perciò scrivendo in vece di s. avreao. 

f Q>j%dx-i\fjcdx^Jffi%d» ce. 

999. Si raccoglie da tutto ciò i**. che la differenziale 
c/s è diversissima dalla variazioae /3s ; poiché d% è *!' au* 
mento che xlceve % qunndo 1' ordinata paasa ad un altro 
punro della stessa córva, laddove è 1* aumento di % quan- 
do r ordinata passa ad un altro punto d* un' altra curva: 
che ciascun valore di y nel suo passaggio allo stato variato 
essendo bensì infinitesimo f 995 ) ma indipendente da ogni 
legiTC o condizione ( altrimenti la curva. CK non rappresen- 
terebbe tutte quelle in cui può variarsi BD , ma sarebbe 
determinata ) le variazioni (ìy non hanno alcun rapporto coi 
valori stessi di y, e sono aazi tanto arbitrarie e indciìnite 
che posson poi determinarsi a piacere e anche mandarsi tut- 
te a zero, fuorché quella o quelle che aorrispondono alta 
linea infiniiesima PT =: dx dalla quale risulta la formula 

^ zdx: 3°. che z Cangiandosi in z±dz nella difFerenainzìo- 
nc , ed in z ± /3ì:; nella variazione, ad onta della divertita 
tra le differenze e le variazioni , si ha la variazlonu di z . 
conia se ne ha la differenza purché in luogo di dz.dj si 
scriva /3zi,/3/' e si faccia * costante: così la variazione di 
z — ax^y bxy'^ sarà /3z zz ax^fiy 'ibxy/By ec. 

1000. Dunque /3 ( zdx ) zz dx/3z zfidx: ma 0dx o 

( 996 ) f dunque fi ( %dx ) = dxfiz fi ( itdsc ) ^ j àxfiz^ := 

fi^f{M^){9')^). 

1001. Parimente poiché p=~^,g = ~,r=:^e^ (995)» 

dx dx dx 

presa àx costanre, fi arrk 4p = ^"^j = = r-^ » ss 

d» d» dx 

d^q d^y . . ^ d^^ 

ySc/'v d^ Sy 

/3r = =: -^j^ ce, differenziali che facilmente ai detex» 
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^ minano ossei vanilo che dfy = — dpy — (ìy^'- — /3>'^ 
^O" ^/3y'::::^y''_;3y' ec. (99:), e perc.ò ./^^j^ :z: J/a/- c/;3j' =S . 
^ /Sy — y3j/' — -4- /Sjf =: )3>" — «j./Bj' -i- /3 - i /3;^ — 

^y'' — o^y" -^Z^y — &y ec. : e se le va; i.ì 'ioi.i di j,',y'., 
y" ec. sieno zero (999^, vtrra d^y =. r- fij,d''fy = /3y^ 
d^/By-zi — /3j' ec. 

1002. Volendo pertanto la variazione d. z i'unzione di a:, 
y^Pì^yr «c. (9P5j> siccome la sua tlKFcre '.la s.ucbb- dz =^ 
Pd«-4- Qii> -l-Rrfj»H'Sdy ce. supi)osce Q , R , .S' ec. fu m /io- 
ni dì x,yyp,q ec. ; così la sua variazione, ftrro /3a: = o 

(996), sarà i3« = Qi3jH-H^j>H-S^a = Q^^-h— (^^i^ 

» /» 
IC03. Similmente per aver la yarlazione di J iJv , es- 
sendo sempre z una funzione di x.yyp^q ec. 81 f^r;, 
co<*ranrc e avi e. no /3-6 =Q.%-h Ui3/> -t-S/S*/ ce. = -i- 

^dx '^"d^ <loo3): 2^^(«ÌA) = J:c/9z (iooo) = 
Qcf jf^jf -l- RcÌ0j ~ÈL ec : 3° //3it/ar =: ^Adx ( 99H > = 
yQ<i^^> -^/Rdfy y ^^j^-^ ce. ; m.xfiìdfy =z Wtiy 

rf* y 4x ^ dx '^J ''dx^'^'dx''^ 

^f/^ f^J~r^ ?C.J dunque /3/aMÌ« zz fd.fy ( Q — 

^H.^__ec.)-f/3MR-£H-ec)M.^j|:(S-ec.)-^ 

«C. F^vmiaftioci a Considerar questa formula. 

1004. 0«scrvp primieramente chp elU è composta di 

biia patte integrale /djp^j^ ( Q — ^?ec.), e di una parte as- 

Soluta /3y f R — ec.) -{-J,3>'(S -, ec. ) -4- ec. Or nel ca«- d - l 
. rna>simo o del minimo per aver rutra la variazione /3H b - 
• .-ogna porre X z= ,2 nell'intera formula rQ95j, ciò cl.tf ùi 
fitto eseguito nella .sua parte as<!oluta , /3y y'i indici. e» •» )h . 
variazione dell'ultima ordinata LD corribi-jiidcntc alPitócié- " 
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f8< AE— :a: ma tal variazione essendo arbitraria si può sup- oo«. 

porre zero ^ 999 ; : dunque nel caso di ,y zz a tutta i.i parte 
assoluta i cai ctrmini sjn nioltiplicari p.ei /3^' rr o, per t//3j 
O ec. > SI annictiileta e avremo la soia parte imtrgraie 

1005. In >econd() luogo osservo che qiiesc' ultima espres- 
sione è la somma di tutte le variazioni che nasccno dalla 
variazione di civiscun valore di y : ma tutte puoson m^ncliir- 
81 a zero fuorché una (9>9)ì dunque la somma di csan ai 

rìdurià jqaella. sola» e si avrà djcfij ( Q — -+ ec. ) 

dR 

o, ovvero Q— -f-ec. =:o. Dat che «l raccoglie' l**. che 

ax ■ 
se z è soÌHinentc funzione di x^yy nella formula di sopra 
/3ji=:Q(5y-+- H/2(pH-S)3/ ec ( 1003 ) sarà p zzo, 2 = 0, ; ~o 
ec. onde iìfip =z o,S/3(2 =: o ec, e T equazione ora trovava 
diverrà. Q:=o: •2^. che se s sta funzione dì x^y^p, nella 
formula stessa ( ioo^.Jl itwk 9 =: o , r = o ec. onde Sfig r: o 

ec.» e la. nostra. equafiionc diverrìt Q ^ ^ =0: e così di 

seguito . 

1006. Ma riguardo a questa seconda conseguenza con- 

vìttt riflettere che V equazioni Q — 4- = 0 * Q — h- ^, 

«tjr ^ dx 

d'S ' 

— : z: o ee. son sempre diiFerennali o del primo o di al* . 

dx 

tri orditoi più elevati: onde la loro integrazione esigendo 
l'aggiunta di una o più costanti arbitrarie, l'equazione tra 
X tS y che soniministva il massimo o il mimmo , non sarà 
interamente determinata, e si avranno tanti massimi, o mi« - 
nimi quanti sono i- valori che possoii darsi a ciascmia co« 
stante. Si fissa dunque in tali casi il*, veto» Alassimo o mi<* 

dS 

nimo colia parte assoluta ( H-^ ~'-f*cc. ) dfij ( S — > * 

• a**Wi , 

ec. ) -f- ec. :^ o ('1004 ) che> attesa- la- variazione «rbitraria 
( 999 ) * non può generalQHMtft^ andare a »eiD<«e nian- vi 

▼a,da ciascua suo termine e, sia pcK^i^ ( A — •+ ec, ) 

ox 

dS 

= 0» <i/2|» ( S^ec. j o ec;, ovvero" R — -hec.;=o,S— ' 

dx »«-.•' j 

ec.£2oee., tempre nella supposiaiMfa .di. 4r«::«.(ite4)t etè * 
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* determiift le costanti e qaindi il massimo-, o. minHiio,, c<h 
me vedremo. 

1007. Troviamo ora la vai'teizione di J^ndx quando z con« 
tiene non solo «^^tp^^ ec. ma anohe un' iotegi-ale 

f';g5). Sia f pd.\ —re avremo I. 0t:=: fi/'pdx zzj^ 
Jii'dfiy^l^'^ ^^ ec. (1003): di nià essendo % f ansatone 
di r y X yy yp ^'i ec. , supposta V unn funzione come as , ver- 
rà U. /8«=Vi3rH-Q^jrH--'!^-+^^^ec.,clie80Btituen- 

dx dx 

» 

do il valordella I, diviene V fq'dxfiy.-^ V f^i'dfiy -4-. 

a/ {$^4 ^dunque 0/zdxzzJ(Vdx^(i'dx0y ) ( Vdx 
/ft'<//35r ) V*£* ) ce. ^/qdxfiy -^-fvidfiy ^ 

/ — liberar la formala dal segno integrale moU 

tiiìiicatóf póngo Vdx-zz dK onàe jf{VdJipJ^Q^dxfiy)zzf{dK 

/O'dxiBy) - K/q'dxfiy ^f 'K^'dx^yyfWdxfiVdJìy ) - 
/( cÌK/ R'ii/3jf > = VifR'dfiy -^Jmdfiy , /( Vdx^J ) = 

/( dic/^^ ) = k|5:^;^' - / ^'^^^ ec. -, donqne 

fif.d»^%fd.m,'^^^^^ el) ^.jTax un - 

KO^H-CR -KR') Ì^^(S--K$')~4^cc. J, ove poe- 

ax a» 

SOii farsi le riduzioni di sopra (ix>03). 

1008. Quasi nel modo stesso potrebbe aversi la va na- 
zione éi/]tdx qoando m contiene più 'inte%t^i,^dìc jj^p'dx 
ec, , e generalmente quando è data da un' equazion diffe- 
ff enfiale di qualan^ne ordine; potrebbe- anche indagarsi la. 

variazione àìj^zdx o òìj*% ^aando x non fosse costane» 
come lo abbiamo supposto di sopra , e fino* introdursi in 
q^sco CaMo Ir-ditoaitte paraiali olio ne fiDnnom oor 
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mBfV»^ i«i|IH> :\ ma, taU ricerche ci «levierebbero dalla prmaF. 

aostra .intenzione di terminar 'questo Libro con alcune 
più.semplici c piìà elementari applicazióni dell'esposta dottrina. 
1009. Fhobl. I. Tra tutte le curve riferite ad. una stes* 

sa ascim. determinar quella Ja cui f%dx7zS{ gK — jydsf 
è dn massimo q a». mniimo. Sì avrk t^d^ = (g» —y* )y^Kì ^ = 
h^—y ìy e /3s = {gx ^ ^*)fij(S999) = Q/3> -*-*Ri3p 
te. (i 003) ; dunque Q =^«*^3iy >' R =:q» $ =0 ec. : ma dea 

«i?er Qr= 0(1005. i dunque^* -^^*=; o ovvero 

equazione^ alla^ parabola. Sostituito il valor di = vf^^. 

nella formala /(^x )jdx , ella, diviene 2/( -^^x 

•^^x*V-^^«,chejii annaUa quando :r==: o> ed i un massi- 
3 

mo o nn 'minimo quando = a. Per distinguere qual dei 
dna abbia qui Ittogo'y prendo in Vece ÌAella parabola un' al* 
era linea iquaiànque .(9p5), per. esempio la linea retta coin* 
cidente coh l' asse "còim sta jr=o, t, trovo che >=.o rida* 

ce la data formula a zero mentre > == ^/^g» la riduceva 

^ ^x*^Xgx>'.oi dunque sì ha qui un massimo. 

II. Trovar la curva in cui y^^ix r^/f — if.g^X'^ 

Bg^y* — Sy^ìy^^ ^ massimo o un minimo. Dunque — 

— — (I95)(j'*— H-^a;j(^x — e perciò 
soddisfanno al quesito due parabole dell' equazioni^ I. =: 
g{g — «), II. jf* zzgxy Per sapere quale delle d^e dia il 
massimo» supporrò « infimtfsima , il che iriduoe la l.'ad y = 
g {192)9 valore che 'posto nella formula 4ata, la càngia tu 

S^g^àìc (197), menue ioMituendovi ^;=:^^jr.pr|ssp 4alla II., 

it ha lo^xdxsjgx ( 197 ma Fatto » come sopra , y^Of 

la. formula va ^ zero e Jlìg^dx^iO f \zààoY^ f-^ log^ xdx x 
^gX'<Qi dunque la I. dà un mas^iino^ la II. un minimo. 

UE. Qoal è la mva la €tti /s(i»==/v(^'^^ ^ 
«UMimo • UA ttiuimo? Poiché p-^p» T^rk ^ (d^* rf 

Pff 
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<I/) = <l*V(l onde t=^i^£^,di{ = Pdx^ 

* = ' * ^"'^ '"^ «veni Q- g =o(ioos*.a».), 

sari Qpdx[ = qdy ; —pdR: ma esscpao P — o, viene d« = 
Q(iji-fKiip=pciU-hKiij>i dunque ii^cegrando , «( = ... , 

V --^^ìrr^R -4- C = - H. C, e C = - - JL— . 

renanto se si taccia costante » ( i = m, sarà C =: 

I - dy .m — V . hi — v 

una cicloide (8^3^ il cui ciicolo genifoic ha per diametro m. 



La xiàucò ^dxzzdy^ ~ = —Pl^^^ = . . 

^(^i^^rTO^y-y]' integrandola per un ciiv. 

colo del raggio ~, ottengo ;^=:arc. seiit>.j>(S5o) — V(fRjr-» 

y^i^C (852), con che. abbiamo le due costanti aibitmrie 

IO 

«,C. Per deterininade faccio fì =:o(ioo6)»ciodR(r! 

;;^(^,-))=o perchè qui S=., e yitneprsosv'-^» 

perciò y — mi quindi V equazione integrata , postovi = m 
•A* ( 1006 diveira a — are. scn v. m -4- C : ma essendo 

m il diamecrOy arc.^env. m è evidentemente la semicircon- 
ferenza m^; 4unqtte C = a~rair; di più se quando » =r d 
8t Tnole anche jriro, l'equazione incegrata si cangietk iil 

• = « — ''*>r e surà «?sr-5.. Del resto» si ha qui un mini* 

ao; poiché la data formula, sostituito il valor di jp r= 

> diventa y^jp^^» ^* <^***> facendo al i^jilito^^o» 

viene un infinitamence gri^ide. 

IV. Tra cotte le cònre isoperimétre trovar quella in 
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cUi r area y^f/.t (946) è un massimo o ua minimo. Giac- 
ché V espressione della lunghezza ti' un arco c (949) 

iH-p^j (III*) 6 Huesca ptr la na- 
tura tlcgli isoperimctri non varia, avremo i^J dx ^ (1 '+p') 
^o: ma anche fi/^dx = o{^$)i dunque il problema st. 

tidurra a trovar la curva in ctnj^zdx =:/ ^dx ^/^dx y/{ I 
p').è nn massimo o un minimo, moltiplicata per^cosran* 
te l' espression dell'arco, onde sicno omogenee le due ui- 
tégrali. Si avrà pertanto « = y •+ ( i ' 'P* )» /3» = j8y 

onde Q=i,a=— ^— ,Q~ — = 0i e 
ripetuto il raziocinio del passato problema» varià 

( 1 H-p* )•) = j>R G := -TtS— . -*-C,(C-^)V(i-+ 

p ' c^r— • 

"T?-T— TTi» dunque integrando» jr=V[^* — 

j)* J-+-C' , cioè (C— >)*=:^r*-.-(;tf — C j equazione al cir- 
colo, in cui le costanti ^,C,G' si determineranno come so- 
pra (III) avvertendo di più che la lunghezza della cuiva 
può .supporsi daca : ed è chiaro che il radicale portando il 
doppio «egno , e perciò potendo descriversi il circolo onde 
. «volga air ascissa o la concavità o la convesdtà , avremo 
mn massimo nel primo caio» nu -minimo nel secondo. 

V. Tra tutte le curve isoperimctre trovar quella II ^ut 
Mlido di rivoluiìone ha la massima o minima superficie 

27r y/ { dx' dy"^ ) (956). Trascurato 2v che è un nume- 
ro costante, e fatta V ( r/** H-c(y'' j = da? ( I -f p* ), dovi^ 

^aere» come neir antecedeoce ]ftMtm%fJ%dx:p/yd»f^(i'^ 

p^)^J'gdx .y^' { i -\-p^ ) un massimo o un minimo; dunque 

=:o» e focto il solito rakiocinio» ^ g) '^(i «f. 

/)>=pR C = ^. C, C = -'^J--,,p{^ f- ) = 
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alla curva volgarmente detta la Catenaria perchè una ca* 
Cena ileasibiUiì£iima se sia Wspesa per ie sue estremità, si 
eofiforoift in qaem curva .'fE qui ^re atteso 'il 'doppio se- 
gno che compete al radicale «' si Wyrà 'un massimo quando 
la curva rivolga la concavita *àiràÌBé,>t4 'un 'mtniììio Quan- 
do gtt volga la convessità. ; 

ioio. Porfemo fine con dei Froblemi» 

\. Elevare un polinomio a qualunque potenza m, ov« 
Nrero supposto fy-h^a-H-Ao;^-»- J^jr^ -f /x-^-t-eq J^rrF-f Ga;-^• 
sHa;*'-^-K4f' -+Ljf*-i- ec. , determinare i coefficienti F ,G , H , 

K,L ec. «tt.**c=/^, <S ss -gr-^ H as *« ■ -«.>-t^ is-, 

* ♦ — 

\, ^' 4^^^ ( ^ l ) i;G -i - ( 2/71 — 2 ) /iH -4- ( /a — 3)^K 

chre la legge è 'manifcatisMma. 

II. Data una Curva di nota tangente e presa ia ogni 
*sua ordinata una inedia proporzionale tra. V ordinata SKS*^ 




*'ca e^ 4' ordinata ^eSa nuòva ^ciuva» la -aaa ^anèbngente'sack 
, che "tuendo la data «urva ^itna parabola o '-ma^ 

, ^ * *«• • 4* Aax'^ 2ÌV* 

circolo del raggio 'a » «tviene o ~ — , 

III. Trovare il ^nto 'di 4esflo -cont^iio ^elb *tiirV«' 
dell* equaxioae • = -77—" — r: • ^* Sviato beccato «ap» 
risponde al(* ordinata ha per aseiisa sr:£-l>r. 

IV. Qual è la linea retta che con due dato, forma ti 
triangolo massimo? Hù. L' ipoteniisa ; fìioè-il ttitngolo mas* 

è il rettangolo. 



\ 
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V. Qual è il ifiassimo dei triangoli iscrittibìli in un 
^4aco circoio e sopra una corda data ? iUs. X' isoscele , 

VI/ Di una data superficie ab Sformare un rettango- 
lo xz che abbia il minimo «peitmetco.^s^ Si crovesìv x^ 
'z^^ab. » 

VII. Di una data superficie ab formare ilo «etCango« 
lo xz > tre de' c«i laci abbiano il minimo pccioif tto • . ac>. 

' Si troverk '-x ^^j» ^ V • 

) 

VIII. Qual ^ il ^minimo dei* qatintt iMrlttlbili in un 
*^daco ^a9rdraco?^Afs.-Sc a sia U lato del i$xo$ ^iicUo 4el 

^minimo fi'' troverk tJ^a** 

IX. Qnal è il maMÌiiio4a:fttpefiBciè ^convetit o in a» 

Jiditk. di tutti i cilindsi'isocfiliUiili in una data sfoca o in nn 
■daCoMio.? Bis-* Se 2r sia vìi diametro della «fera o della 
\bate del cono» vQtttllo ideila ^ base del cilindro iMwsimQ in Itt* 

*:f erficie laià ry^^, in selidick sazk -^r, 

•3 

X. Qual deve essere il rapporto tra il diametro della 
base e T altezza d' una Misura ^cilindrica di data capacità 
affinchè la sua superficie intcriore sia un minimo? Ris^ il 
cappotto dee estteie di ^j.x | come si Koyò SiO^m ( VI). 

XI. Determinare il valgr dei rotti i"", ^"ZfL qwmdo 
ai 2 . . ^ qiia«do^:;;oo% a*. r- 

sen x-^GOS-X-^l ^ *v j.^jp-^^ 

Igeando . JRù. 4 valori actcaii ai troveninno i a . 

XII. Integra» «is. f -^^i-jailSTf}-. 
1(©*-4-ea-l-** ) . I ^ 4i£-4-c • /, 

• • * 

Xm. Integrate ^xdn ptfto ^ w VC?'*»^'^^). Ilis* 



)(4i8)(. 

.3 

Xlv. Integrare -j-- . T\is. \ y. r-=V( 

**) -4- arcieri r. in un circolp del ffggio-^a. 

XV. iiitcgiar ; — ~ supposto ^ < i . iìii. 



dp b sen © 2. 

* ^ are. tai^ 



Ut 



XVI. lacegrac le formule x*dx aen x y x^dx co$ » . Ri^i 
l 'Jx dx8enx'=.'^x cosx^nx st*nx^n{n»i)x X 

C08X -4- ... *l- — — ec ; 4*. J aP'dxeói x^x^ sen x 

n» I . . #1 - 3 , , . /2-5 

«X cos* — ^(^2-1)0; senàe — «f/i— l)(/2 — '2.)x X" 

co.^ ;f -i- . . . -h . . . — ... — ec. : preso alcernacivaca?ntc in am- 
bedue i casi sen x e co« x duo al certnine ove si ciova^ 

col quale è compita l' integrazione. 
XVIL Quadrar la curva dell* equaziooe ^"sa -fji^. 

• . • ■ 

XVIIL Costruito un circolo sull* asse tusverso a à* un* 
MsBe il cui conjugato sia 6, tmvftr la ragione delle lo« 
in aree o dei loro settori cofrìspondenti : 2*^. T area elliccì!^ 
c&. Ss*, r*. la ragiono è di ai hi 2^ Tafea è abw* 

XIX. Supporta sull* asintoto d* un* ipcrhola r.na serie 
d'ascisse in progression geometrica, trovar la progressione 
dell'aree corrispondenti. Ris. La progressione è aritmetica. 

"XSL Trvvcc aeir iperhola due apazj anfltotict in raglo- 
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ne di p:q» Rìs. Supposta nr la potenza, e ZfX due asCiS- 

8e dal centro, si troverà xzn^z m 

XXI. Data un* ipcrbohi della potenza i, cerco Tango* 
lo X degli asìntoti tale che il m(;dLili) dei logaritmi tavola* 
ri 0,4342944819 Sia zz scnx. Rn Valendosi della sene da* 
ta al n**, si tioverà x=,2ó^ 2^'' 2Z"' «e. 

XXII. Quadrare e rettificar la curva trascendente dell*c- 

quazione dx^^^ ^ (a* Ris. Lo spazio aaintotic# 

ed '.ifìnitamente lun^o compreso dalla curva e dal suo asin** 
. toco eguaglia il quadrante d'un circolo del raggio a: un fo* 
arco qualunque eguaglia la corrispondente ascissa d'una lo* 
garitmica che cominci dal vertice della curva ed abhia m 
per suttangente. 

XXIII. Rettificar la curva dell' equazione . 

XXIV. Miserar l' intero solido prodotto dalla rìvola- 
sìen della cissoide intorno al diametro del suo circolo ge- 
aicoro. Ris, Il sclido è infinito. 

XXV. Misurar la superficie del solido generato dalln 
rivoluzione iotorno a'I' HÌntoto dello spazio a^intorico cu in- 
finitamente lungo del Probi. XIX. RU, La superfìcie egua- 
glia il circolo del i;ag^io a>^'2. 

XXVI. Misurarla solidità e la superficie conveitsa dell'una 
ghia cilindrica formata dal taglilo obliquo d' un cilindro ret* 
tOy in modo che la sezione passi per il centro» della base. 
HUs, Se sia r il raggio della base del cilindro » a 1* altezaa 

deir unghia , se ne uoverk la solidità = > e la super* 

ficie = 2ar • 

XXVII. Trovar la curva la cui tangente è costante 
ed r= a. Ri). L' equazione della curva cercata sarà dx 

7 



XXVin. Trovar la curva la cui suttangente è 
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XXIX. Trovar là curva la coi aunnormale è • . • • » . 

XXX. Trovar la cam la cui area è Ris, La. cut*^ 
va ^ ttfu^ parabola* 
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82 
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89Ì 
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52095936 
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6^ 
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y 
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09 

I c 
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* 
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18 
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20 
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820511 
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0,009900990 
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52 3810 



0,00943 3962 

345794 
259259 
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090909 



:ì,o09'>o 9009 
0,0080:857 I 

849557 
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695652 



0,00862 0690 
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47457^ 
«03361 

liilLl 



121 0,008264463 

22 196721 

23 130081 

24 0XI4516 
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8 115. 

75«9l8 
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462687 
407407 
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30 
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?2 
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3s 

136 0,0073 51941 
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4^ 
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48 
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50 

15 
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5- 
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59 
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65 
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70 
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73 
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896552 
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09 3<i-4<$ 
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3Ì 
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48 
49 
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54 
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58 

59 
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05590 
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49852 

. ^ ±1121 

0*00293 ^55 1 
^3977 
«545» 
, 06977 
o*»o289855 I 
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01120 
0,002793 296 
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28 
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04147 



43» 
32 
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446 0,001142 151 
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5o| 22 222 
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58 

59 
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59827 
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64 
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'73 
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Ì4165 
09705 
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78 
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534S8 
5» 379 

12il£ 

o,oc 1447 I 78 



82 

P 
84 
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